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i

Kurzfassung

F

�

ur die Behandlung von NP-s
hweren Optimierungsproblemen ist man in der Praxis meist

auf die Verwendung von Heuristiken bzw. Approximationsalgorithmen angewiesen. Als

Ma� f

�

ur die G

�

ute eines Approximationsalgorithmus nimmt man den maximalen Faktor,

um den der vom Algorithmus ausgegebene Wert si
h vom optimalen Wert unters
hei-

den kann. Vers
hiedene NP-s
hwere Probleme k

�

onnen si
h bez

�

ugli
h der Existenz guter

Approximationsalgorithmen stark unters
heiden. F

�

ur man
he Probleme (z.B. Knapsa
k)

gibt es f

�

ur jedes no
h so kleine � > 0 einen polynomialen Approximationsalgorithmus

mit G

�

ute kleiner glei
h 1 + �. F

�

ur andere Probleme (z.B. TSP) ist bekannt, da� es, falls

ni
ht P = NP , f

�

ur kein 
 2 N einen polynomialen Approximationsalgorithmus mit G

�

ute

kleiner glei
h 
 geben kann.

Im Rahmen dieser Diplomarbeit sollen vor allem Probleme betra
htet werden, die in ge-

wisser Weise

"

dazwis
hen\ liegen. D.h., f

�

ur die es eine Konstante C gibt, so da� es einen

polynomialen Approximationsalgorithmus mit G

�

ute kleiner glei
h C gibt, ein Approxima-

tionsalgorithmus mit G

�

ute kleiner glei
h C � � aber nur im Falle P = NP existiert.

Die Menge der so approximierbaren Optimierungsprobleme bezei
hnet man mit APX.

Bis auf wenige Ausnahmen kennt man f

�

ur die Probleme aus APX zwar obere und un-

tere S
hranken f

�

ur den Wert C, ni
ht aber den wahren Wert. Untere S
hranken f

�

ur die

C-Werte lassen si
h von einem Problem auf andere Probleme in APX

�

ubertragen, in dem

man geeignete Reduktionen oder Ketten von Reduktionen angibt. Dabei h

�

angt es von der

Qualit

�

at der Reduktionen ab, wie gut die dabei erzielbaren S
hranken sind. In der Di-

plomarbeit sollen die in der Literatur bekannten Reduktionste
hniken zusammengetragen

werden und dargestellt werden, wel
he unteren S
hranken si
h damit erzielen lassen.
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1 EINLEITUNG 1

1 Einleitung

Jeder Informatiker wird s
hon mal auf ein Problem gesto�en sein, f

�

ur dessen (optimale)

L

�

osung ihm einfa
h kein eÆzienter Algorithmus eingefallen ist. Wenn si
h f

�

ur ein Problem

au
h na
h langem Su
hen einfa
h kein eÆzienter Algorithmus �nden l

�

a�t, dann stellt si
h

die Frage, ob man einfa
h nur ni
ht dir ri
htige Idee hat, oder ob es generell unm

�

ogli
h

ist, eÆzient eine (optimale) L

�

osung zu �nden.

Mit genau dieser Frage bes
h

�

aftigt si
h die Theorie der NP-vollst

�

andigen Probleme. Mit

dieser Theorie ist es m

�

ogli
h zu zeigen, da� ein neues Problem mindestens so s
hwer ist,

wie eine ganze Klasse von alten s
hon bekannten Problemen, die si
h ebenfalls stand-

haft einer eÆzienten L

�

osung entziehen. Eine ganze Reihe von sol
hen Problemen und die

Transformation dieser Probleme aufeinander sind in dem Standardwerk von Garey und

Johnson [22℄ bes
hrieben, inklusive der dazu n

�

otigen Theorie.

Au
h wenn ein endg

�

ultiger Beweis no
h erbra
ht werden mu�, da� es si
h bei diesen

Problemen wirkli
h um Probleme handelt, die ni
ht eÆzient l

�

osbar sind, so weist do
h

die Tatsa
he, da� man inzwis
hen bu
hst

�

abli
h hunderte sol
her Probleme kennt und f

�

ur

keines davon einen eÆzienten Algorithmus gefunden hat, darauf hin, da� diese Probleme

tats

�

a
hli
h

"

s
hwierig\ sind.

Wenn es si
h bei einem Problem um ein Optimierungsproblem handelt, bei dem man zwar

eine L

�

osung �nden kann, aber eben nur sehr s
hwer die optimale, dann rei
ht es in der

Praxis oft, wenn man einen Algorithmus angeben kann, der garantiert, da� die produzierte

L

�

osung ni
ht zu weit vom Optimum entfernt ist.

Sol
he Algorithmen nennt man Approximations-Algorithmen. Im Lauf der Zeit hat man

immer bessere Methoden entwi
kelt, wie man NP-s
hwere Optimierungsprobleme appro-

ximiert, aber es fehlten Beweise, die zeigen, da� si
h bestimmte Probleme ni
ht belie-

big genau approximieren lassen. Ein Haupt-Grund daf

�

ur war, da� es einige Zeit brau
h-

te, bis man eine vern

�

unftige De�nition f

�

ur die Transformation zwis
hen Optimierungs-

problemen gefunden hatte. Eine weitere S
hwierigkeit bestand darin, da� si
h Ni
ht-

Approximierbarkeit bis zur Entde
kung des PCP-Theorems generell nur bei wenigen Pro-

blemen beweisen lie�.

Ziel der Diplomarbeit war es, si
h mit Problemen zu bes
h

�

aftigen, f

�

ur die man Algorithmen

kennt, die bis auf einen konstanten Faktor an das Optimum herankommen. Die Klasse, zu

der diese Probleme geh

�

oren, nennt man APX . Innerhalb dieser Klasse gibt es Probleme,

von denen si
h beweisen l

�

a�t, da� sie tats

�

a
hli
h ni
ht besser als bis auf einen konstanten

Faktor approximiert werden k

�

onnen, wenn NP-vollst

�

andige Probleme tats

�

a
hli
h so s
hwer

sind wie vermutet.

Die Frage ist, wie man sol
he unteren S
hranken f

�

ur die Approximierbarkeit eines Pro-

blems beweist und wie man sie verbessern kann.

ImWeiteren sollen zun

�

a
hst die Grundbegri�e und De�nitionen erkl

�

art werden, mit denen

man bei Problemen aus APX arbeitet. In den folgenden Kapiteln wird erl

�

autert, wie man
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mit Hilfe von speziellen Graphen eine untere S
hranke f

�

ur ein Problem beweisen kann und

wie man versu
hen kann, diese untere S
hranke in einem speziellen Fall zu verbessern.

1.1 Probleme aus NP

Da die meisten Beweise auf der Annahme P 6= NP beruhen, soll zun

�

a
hst erkl

�

art werden,

was mit diesen beiden Begri�en gemeint ist.

Als Erstes werden nur Ents
heidungsprobleme betra
htet, d.h. Probleme, bei denen es als

L

�

osung nur

"

Ja\ oder

"

Nein\ gibt.

Jede Instanz eines Problems kann als bin

�

are Zei
henkette aufgefa�t werden, d.h. als Zei-


henvorrat nehmen wir � = f0; 1g und als Zei
henkette x 2 �

�

. Ein Problem wird dur
h

alle m

�

ogli
hen Instanzen des Problems I � �

�


harakterisiert.

Wir gehen davon aus, da� man in linearer Zeit feststellen kann, ob x 2 I, d.h. ob es si
h

bei einer Zei
henkette x wirkli
h um eine Instanz eines Problems handelt oder ob es eine

sinnlose Eingabe ist.

De�nition: Ents
heidungsproblem

Ein Ents
heidungsproblem P ist ein Tupel hI; SOLi so da� gilt:

� Es ist I � �

�

und es kann in linearer Zeit ents
hieden werden, ob f

�

ur ein x 2 �

�

au
h x 2 I gilt.

� F

�

ur jede Instanz x 2 I ist SOL(x) � �

�

die Menge der L

�

osungen f

�

ur x.

Man sagt, ein Algorithmus A l

�

ost ein Ents
heidungsproblem hI; SOLi , wenn der Algo-

rithmus f

�

ur jedes x 2 I entweder JA ausgibt, wenn SOL(x) 6= ;, oder NEIN ausgibt,

wenn SOL(x) = ;. Dabei mu� der Algorithmus keine L

�

osung �nden; es gen

�

ugt wenn er

feststellen kann, ob SOL(x) leer ist oder ni
ht.

De�nition: Klasse P

Die Klasse P enth

�

alt alle Ents
heidungsprobleme, die von einem Algorithmus in polyno-

mieller Zeit gel

�

ost werden k

�

onnen.

F

�

ur viele Ents
heidungsprobleme kennt man keinen Algorithmus, der einem in polynomi-

eller Zeit eine Antwort liefert. Allerdings ist es oft ni
ht s
hwer zu

�

uberpr

�

ufen, ob eine

L

�

osung s 2 SOL wirkli
h eine L

�

osung ist oder ni
ht. Eine sol
he L

�

osung k

�

onnte man au
h

als Beweis au�assen, da� die korrekte Antwort des Ents
heidungsproblems JA lautet.

Ents
heidungsprobleme, bei denen man in polynomieller Zeit

�

uberpr

�

ufen kann, ob ein

Beweis im oben bes
hriebenen Sinne korrekt ist, geh

�

oren zur Klasse NP; die Abk

�

urzung

steht f

�

ur Ni
ht-deterministis
h Polynomiell:

De�nition: Klasse NP

Ein Ents
heidungsproblem P = hI; SOLi geh

�

ort zur Klasse NP, wenn gilt:



1 EINLEITUNG 3

� Die Gr

�

o�en der L

�

osungen einer Instanz x 2 I sind dur
h ein Polynom in der L

�

ange

der Instanz bes
hr

�

ankt. D.h. es gibt ein Polynom p, so da� gilt:

jsj � p(jxj) 8x 2 I ^ s 2 SOL(x)

� Es gibt einen Algorithmus A(x; s) und ein Polynom q, so da� 8x 2 I gilt: Wenn s 2

SOL(x) gibt A(x; s) innerhalb der Zeit q(jxj) JA aus; an sonsten gibt er innerhalb

der Zeit q(jxj) NEIN aus.

Wenn man zwei Probleme aus NP hat, dann stellt si
h die Frage, ob sie glei
h s
hwer sind

oder ni
ht. Dazu de�niert man folgende Transformation:

De�nition: Karp-reduzierbar [30℄

Ein Ents
heidungsproblem P

alt

= hI

alt

; SOL

alt

i ist Karp-reduzierbar auf ein Problem

P

neu

= hI

neu

; SOL

neu

i, wenn es eine Funktion f : I

alt

! I

neu

gibt, die in polynomi-

eller Zeit bere
henbar ist und wenn gilt:

SOL

alt

(x) 6= 0() SOL

neu

(f(x)) 6= 0 8 x 2 I

alt

Man s
hreibt : P

alt

�

p

P

neu

Mit einer sol
hen Transformation kann man P

alt

l

�

osen, wenn man wei� wie man P

neu

l

�

ost;

deshalb mu� P

neu

mindestens so s
hwer sein wie P

alt

.

Ein Problem, auf das si
h jedes andere Problem aus NP reduzieren l

�

a�t, geh

�

ort demna
h

zu den s
hwersten Problemen aus NP ; Sol
he Probleme nennt man NP-vollst

�

andig.

De�nition: NP-vollst

�

andig

Ein Ents
heidungsproblem P wird NP-vollst

�

andig genannt,wenn P 2 NP , und f

�

ur jedes

Problem P

0

2 NP gilt: P

0

�

p

P.

Das erste NP-vollst

�

andige Problem und der Begri� der NP-Vollst

�

andigkeit wurde un-

abh

�

angig von Cook [17℄ und Levin [31℄ entde
kt. Cook bewies, da� das Problem

SAT: Gegeben sei ein booles
he Formel in Konjunktiver Normalform. Gibt es eine Bele-

gung die die Formel erf

�

ullt ?

NP-vollst

�

andig ist.

Kann man beweisen, da� si
h SAT auf irgendein anderes Problem P Karp-reduzieren

l

�

a�t, dann ist P ebenfalls NP-vollst

�

andig, denn man kann jedes andere Problem erst auf

SAT und dann auf P reduzieren. Um zu zeigen, da� ein neues Problem NP-vollst

�

andig

ist, rei
ht es deshalb zu zeigen, da� si
h irgendein beliebiges NP-vollst

�

andiges Problem

auf das neue Problem reduzieren l

�

a�t.

Mit dieser Methode hat man inzwis
hen von hunderten von Problemen bewiesen, da� sie

NP-vollst

�

andig sind. K

�

onnte man au
h nur f

�

ur ein einziges dieser Ents
heidungsprobleme

einen Algorithmus �nden, der das Problem in polynomieller Zeit l

�

ost, k

�

onnte man alle

Probleme in NP in polynomieller Zeit l

�

osen.
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1.2 Probleme aus NPO und APX

Oft hat man ni
ht ein Ents
heidungsproblem als Grundlage, sondern ein Optimierungs-

problem. Damit meint man ein Problem, von dem es normalerweise lei
ht ist irgendeine

L

�

osung zu �nden; die Frage, ob es eine L

�

osung gibt, kann deshalb praktis
h immer mit

JA beantwortet werden. Allerdings haben die L

�

osungen jetzt eine unters
hiedli
h gute

Qualit

�

at. Die Aufgabe besteht deshalb darin, die beste L

�

osung { und ni
ht irgendeine {

zu �nden.

Im folgenden werden nur Optimierungsprobleme betra
htet, bei denen es immer eine

L

�

osung gibt:

De�nition: Optimierungsproblem

Ein Optimierungsproblem P ist ein Vier-Tupel hI; SOL; val; goali:

� I 2 �

�

ist die Menge aller Instanzen des Problems.

� F

�

ur jede Instanz x 2 I wird mit SOL(x) � �

�

die Menge der L

�

osungen von x

bezei
hnet; diese Menge ist nie leer.

� F

�

ur jede Instanz x und f

�

ur jede L

�

osung s 2 SOL(x) gibt der Integer-Wert val(x; s)

die Qualit

�

at der L

�

osung an.

� goal 2 fmin;maxg

Die Aufgabe bei einem Optimierungsproblem ist es, f

�

ur eine vorgegebene Instanz x eine

L

�

osung s

opt

2 SOL(x) zu �nden, f

�

ur die gilt:

opt(x) = val(x; s

opt

) =

(

minfval(x; s)js 2 SOL(x)g f

�

ur goal = min

maxfval(x; s)js 2 SOL(x)g f

�

ur goal = max

De�nition: Klasse PO

Die Klasse PO enth

�

alt alle Optimierungsprobleme, f

�

ur die man einen Algorithmus kennt,

der das Optimum in polynomieller Laufzeit �ndet.

Als n

�

a
hstes wird die Klasse NPO de�niert, zu der alle Optimierungsprobleme geh

�

oren, die

uns interessieren und bei denen man im allgemeinen keinen Algorithmus mit polynomieller

Laufzeit zur Bestimmung der optimalen L

�

osung kennt:

De�nition: Klasse NPO

Ein Optimierungsproblem P = hI; SOL; val; goali geh

�

ort zu NPO wenn folgende Bedin-

gungen erf

�

ullt sind:

� F

�

ur die Menge I � �

�

kann in linearer Zeit

�

uberpr

�

uft werden, ob ein x 2 �

�

Element von I ist oder ni
ht.
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� Die Gr

�

o�en der L

�

osungen sind dur
h ein Polynom der L

�

ange der Instanz bes
hr

�

ankt,

d.h. es gibt ein Polynom p, so da� gilt:

jsj � p(jxj) 8x 2 I ^ s 2 SOL(x)

� Man kann in polynomieller Zeit ents
heiden, ob s 2 SOL(x) gilt.

� Die Funktion val(x; s) ist in polynomieller Zeit bere
henbar.

Oft existieren von NP-vollst

�

andigen Ents
heidungsproblemen Optimierungsvarianten, die

o�ensi
htli
h na
h der glei
hen L

�

osung su
hen und ebenso s
hwer sind.

Ein einfa
hes Beispiel ist SAT: Anstatt dana
h zu fragen, ob eine booles
he Formel in CNF

erf

�

ullbar ist, kann man au
h versu
hen, die Anzahl der erf

�

ullten Klauseln zu maximieren.

Hat man das optimale Ergebnis, kann man au
h sofort ents
heiden, ob es si
h um eine

erf

�

ullbare Formel handelt oder ni
ht.

Kann man ein NP-vollst

�

andiges Ents
heidungsproblem auf diese Weise auf ein Optimie-

rungsproblem reduzieren, dann nennt man das Optimierungsproblem NP-s
hwer. Da die

optimale L

�

osung mindestens so s
hwer zu �nden ist, wie die L

�

osung des Ents
heidungs-

problems, untersu
ht man Algorithmen, die ni
ht unbedingt das Optimum �nden.

Ein Approximations-Algorithmus ist ein Algorithmus, der f

�

ur ein Optimierungsproblem

eine beliebige L

�

osung �ndet. D.h. f

�

ur ein x 2 I liefert ein Algorithmus A ein s 2 SOL(x)

zur

�

u
k, oder als Formel: A(x) 2 SOL(x).

De�nition: Approximations-Algorithmus

Sei P = hI; SOL; val; goali ein Optimierungsproblem. Ein Approximations-Algorithmus A

mit Performan
e p ist ein Algorithmus f

�

ur den gilt:

1

p

�

val(x;A(x))

opt(x)

� p 8x 2 I

Kann man f

�

ur ein Problem einen Algorithmus mit polynomieller Laufzeit angeben, der

f

�

ur jedes � > 0 die Performan
e r = 1 + p hat, dann spri
ht man von einem polynomial

time approximation s
heme oder PTAS.

De�nition: Klasse PTAS

Die Klasse PTAS enth

�

alt alle Optimierungsprobleme, f

�

ur die man ein PTAS angeben

kann.

Ist die Laufzeit des Algorithmus au
h no
h dur
h ein Polynom in jxj und

1

e

bes
hr

�

ankt,

dann spri
ht man von einem fully polynomial time approximation s
heme oder FPTAS.

De�nition: Klasse FPTAS

Die Klasse FPTAS enth

�

alt alle Optimierungsprobleme, f

�

ur die man ein FPTAS angeben

kann.
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Die Klasse der Optimierungsprobleme, mit denen wir uns bes
h

�

aftigen ist folgenderma�en

de�niert:

De�nition: Klasse APX

APX ist die Klasse der Optimierungsprobleme, f

�

ur die es einen polynomiellen Approxi-

mations Algorithmus mit einer Performan
e p � 1 gibt.

Die Klasse APX enth

�

alt o�ensi
htli
h PO, PTAS und FPTAS. Die Probleme, denen in

dieser Diplomarbeit besondere Aufmerksamkeit gewidmet wird, sind Probleme, die zu

APX geh

�

oren und f

�

ur die man glei
hzeitig beweisen kann, da� es kein PTAS gibt.

1.3 Problemliste

In diesem Kapitel sollen die Probleme vorgestellt werden, die im weiteren Text erw

�

ahnt

werden. Glei
hzeitig dient die Liste als Namenskonvention f

�

ur diese Arbeit.

Zuerst werden die vers
hiedenen Varianten von Satis�ability (d.h. Erf

�

ullbarkeit) erkl

�

art.

Eine booles
he Formel

�

uber eine Menge von Variablen X = fx

1

; x

2

; : : : ; x

k

g ist rekursiv

wie folgt de�niert:

� Jede Variable x

i

ist eine booles
he Formel.

� Die Negierung einer Formel F ist wieder eine booles
he Formel; in Zei
hen: F .

� Die Verkn

�

upfung zweier booles
her Formeln F

1

und F

2

dur
h

"

und\ (Konjunktion)

ist eine booles
he Formel; in Zei
hen: F

1

^ F

2

.

� Die Verkn

�

upfung zweier booles
her Formeln F

1

und F

2

dur
h

"

oder\ (Disjunktion)

ist eine booles
he Formel; in Zei
hen: F

1

_ F

2

.

Eine negierte Variable x

i

oder ni
ht negierte Variable x

i

nennt man Literal. Eine booles
he

Formel ist in konjunktiver Normalform (CNF), wenn sie als F

1

^F

2

^ : : :^F

n

ges
hrieben

ist und jede Formel aus einer Disjunktion von Literalen besteht; das hei�t z.B. : F

1

=

(x

1

_ x

2

_ x

3

). Die Teilformeln F

1

; : : : ; F

n

werden in diesem Fall

"

Klauseln\ genannt.

Eine Belegung weist jeder Variablen x

i

einen Wert aus fwahr; fals
hg zu, d.h. sie kann

als Funktion f : X ! fwahr; fals
hg verstanden werden.

Eine Belegung erf

�

ullt eine booles
he Formel, wenn die Formel, sobald man sie mit der

Belegung auswertet,

"

wahr\ ergibt. In Englis
h hei�t die Belegung deshalb satisfying

assignment.

Folgende Problemvariationen werden unters
hieden:

SAT Das Ents
heidungsproblem: Gegeben ist eine booles
he Formel in CNF.

Gibt es eine Belegung, die die Formel erf

�

ullt ?
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3-SAT Das Ents
heidungsproblem SAT, mit der Eins
hr

�

ankung, da� jede

Klausel h

�

o
hstens 3 Literale enth

�

alt.

E3-SAT Das Ents
heidungsproblem SAT, mit der Eins
hr

�

ankung, da� jede

Klausel genau 3 Literale enth

�

alt.

Da SAT das erste Problem war, von dem bewiesen wurde, da� es NP-vollst

�

andig ist

und damit die Basis f

�

ur alle weiteren NP-Vollst

�

andigkeits-Beweise ist, ist es nat

�

urli
h

besonders wi
htig. Die Eins
hr

�

ankungen sind ebenfalls NP-vollst

�

andig und lassen si
h

lei
hter analysieren, besonders E3-SAT. Die Problemgr

�

o�e jxj einer Instanz wird oft als

Anzahl der Klauseln angegeben.

Man kann no
h die zus

�

atzli
he Eins
hr

�

ankung tre�en, da� jede Variable ni
ht mehr als

k-mal in der Formel auftau
ht. In diesem Fall h

�

angt man an die Bezei
hnung ein kOCC

an, z.B. E3-SAT-5OCC, wenn jede Variable nur 5mal vorkommen darf.

Neben den Ents
heidungsproblemen gibt es nat

�

urli
h au
h die entspre
henden Maximie-

rungsprobleme. Die Aufgabe lautet jetzt, mit einer Belegung m

�

ogli
hst viele Klauseln

zu erf

�

ullen. Die Optimierungsvarianten von SAT werden dur
h ein vorangestelltes MAX

gekennzei
hnet, z.B. MAX-E3-SAT.

Nahe Verwandte zu MAX-SAT sind die Optimierungsprobleme, bei denen es darum geht,

ein System linearer Glei
hungen

�

uber dem K

�

orper F

2

zu l

�

osen (d.h. eine Variable darf nur

die Werte 1 und 0 annehmen). Hier gibt es:

MAX-LIN2 Gegeben sei ein (

�

uberbestimmtes) lineares Glei
hungssystem

�

uber

dem F

2

. Bestimme eine Belegung f

�

ur die vorkommenden Variablen,

die die Anzahl der erf

�

ullten Glei
hungen maximiert.

MAX-Ek-LIN2 Das Problem MAX-LIN2 unter der Eins
hr

�

ankung, da� jede Glei-


hung genau k Variablen enth

�

alt.

Als Problemgr

�

o�e wird oft die Anzahl der Glei
hungen verwendet. Das Ni
ht-

Approximierbarkeits-Ergebnis f

�

ur MAX-E3-LIN2 von H�astad [26℄ ist Ausgangsbasis f

�

ur

eine ganze Reihe von weiteren Ni
ht-Approximierbarkeits-Beweisen. Es sei no
h erw

�

ahnt,

da� es kein entspre
hendes Ents
heidungsproblem gibt. Kann man ein Glei
hungssystem

l

�

osen, d.h. alle Glei
hungen erf

�

ullen, dann �ndet man die L

�

osung mit Hilfe des Gau�s
hen

Algorithmus in polynomieller Zeit.

Man kann wieder die Anzahl der Vorkommen einer Variablen eins
hr

�

anken, indem man

ein kOCC anh

�

angt. Z.B. MAX-E2-LIN2-3OCC.

Die beiden bes
hriebenen Problemklassen haben eine

�

ahnli
he Struktur. Es gibt einen

Satz von Variablen X = fx

1

; : : : ; x

n

g und eine Reihe von Bedingungen (in Englis
h Cons-

traints), die erf

�

ullt werden sollen. Man kann diese Idee generalisieren und erh

�

alt dann die

so genannten Constraint Satisfa
tion Problems (CSPs):
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De�nition: Constraint-Funktion

Eine Constraint-Funktion mit k Parametern ist eine Funktion der Form:

f : f0; 1g

k

! f0; 1g

De�nition: Constraint

Gegeben sei eine Menge von Variablen X = fx

1

; : : : ; x

n

g. Ein Constraint ist ein Paar

C = (f; (i

1

; : : : ; i

k

)), wobei f eine Constraint-Funktion mit k Parametern ist und 1 �

i

1

; : : : ; i

k

� n gilt.

Ein Constraint ist dur
h eine Belegung ~x f

�

ur x

1

; : : : ; x

n

erf

�

ullt, wenn gilt:

f(~x) = 1

Eine Constraint Familie ist eine endli
he Menge F , deren Elemente Constraint Funktionen

sind.

Ein Constraint (f; (i

1

; : : : ; i

k

)) geh

�

ort zu F wenn f 2 F .

Ein CSP wird jetzt de�niert als:

MAX F Gegeben ist eine Menge an Variablen X = fx

1

; : : : ; x

n

g und eine Menge

an Constraints fC

1

; : : : ; C

m

g f

�

ur X aus F . Finde eine Belegung, die die

Anzahl der erf

�

ullten Constraints maximiert.

Als n

�

a
hstes werden ein paar Graphenprobleme de�niert. Ein Graphenproblem, das au
h

zu den CSPs geh

�

ort ist:

MAX CUT Gegeben ist ein Graph G(V;E). Finde eine Teilmenge X � V , so da� die

Anzahl der Kanten fx; yg 2 E, die X mit V verbinden maximiert wird.

Eine Kante verbindet X mit V wenn entweder x 2 X und y 2 V nX gilt,

oder x 2 V nX und y 2 X.

Zwei prominente Graphenprobleme, die ni
ht zu APX geh

�

oren (zumindest ohne Ein-

s
hr

�

ankungen), und die au
h keine CSPs darstellen sind:

TSP Die Abk

�

urzung steht f

�

ur Traveling Sales Person. Gegeben ist ein vollst

�

andi-

ger Graph G(V;E) und eine Gewi
htsfunktion g : E ! N . Finde eine

Tour dur
h G, die die Summe der Gewi
hte der benutzten Kanten mini-

miert. Eine Tour ist dabei eine Permutation aller Knoten V = fv

1

; : : : ; v

n

g;

bei 5 Knoten z.B. v

3

; v

1

; v

4

; v

2

; v

5

; bei dieser Tour werden die Kanten

fv

3

; v

1

g; fv

1

; v

4

g; : : : ; fv

5

; v

3

g benutzt.

MAX CLIQUE Gegeben sei ein Graph G(V;E). Finde eine Teilmenge X � V , so da� X

eine CLIQUE ist und die Anzahl der Knoten in X maximiert wird. X ist

eine CLIQUE, wenn f

�

ur jedes Knotenpaar x

1

; x

2

2 X gilt fx

1

; x

2

g 2 E.
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Der gro�e Unters
hied der beiden letzten Probleme zu CSPs ist, da� sie ni
ht aus einer

Reihe von unabh

�

angigen Constraints bestehen. In einem CSP kann man ein Constraint

�

uberpr

�

ufen, ohne die restli
hen Constraints zu ber

�

u
ksi
htigen.

Weder bei TSP no
h bei MAX CLIQUE gibt es sol
he lokalen Constraints. Die beiden

Probleme sind sehr viel globalerer Natur.
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2 Ni
ht-Approximierbarkeit und das PCP-Theorem

Viele Probleme aus der Praxis sind Optimierungsprobleme aus NPO. Dur
h einen Beweis,

da� es si
h bei einem Optimierungsproblem um ein NP-s
hweres Problem handelt, wei�

man zwar, da� es (wenn NP 6= P ) keinen Algorithmus gibt, der immer die optimale

L

�

osung �ndet, aber man wei� ni
hts

�

uber die Approximierbarkeit eines Problems.

Da man in der Praxis zumindest eine einigerma�en gute L

�

osung ben

�

otigt, sind f

�

ur viele

Probleme Algorithmen mit einer garantierten Performan
e bekannt; die Te
hniken, um

sol
he Algorithmen zu entwi
keln, wurden ebenfalls immer weiter verfeinert.

Beweise f

�

ur die Tatsa
he, da� si
h ein Problem ni
ht beliebig gut approximieren l

�

a�t, gab

es allerdings anfangs nur sehr wenige; die ersten dieser Beweise benutzen einige grundle-

gende Te
hniken, die im Folgenden n

�

aher erl

�

autert werden.

2.1 Bootstrapping

Nehmen wir an, wir haben einen Algorithmus f

�

ur ein Problem, der eine garantierte Per-

forman
e besitzt. Ein o�ensi
htli
her Ansatz, die Performan
e zu verbessern ist es, die

Eingabe dur
h eine Vorverarbeitung so aufzubereiten, da� si
h die Performan
e erh

�

oht.

Kann man die Vorverarbeitung wiederholt anwenden, l

�

a�t si
h die Performan
e man
hmal

immer weiter verbessern.

Mit dieser Vorgehensweise man kann au
h negative Ergebnisse beweisen.

Zum Beispiel l

�

a�t si
h zeigen:

Wenn es einen Algorithmus gibt, der f

�

ur MAX-CLIQUE eine L

�

osung mit einer Perfor-

man
e von mindestens r

alt

�ndet, dann gibt es au
h einen Algorithmus, der eine L

�

osung

mit einer beliebigen Performan
e r

neu

> 1 �ndet.

Beweis:

Nehmen wir an, es ist ein Graph G = (V;E) gegeben. Aus dem Graphen wird ein neuer

Graph G

0

= (V

0

; E

0

) gebaut. Die Knotenmenge V

0

ist V �V , wobei mit � das kartesis
he

Produkt gemeint ist. F

�

ur die Kantenmenge E

0

gilt:

f(x

1

; y

1

); (x

2

; y

2

)g 2 E

0

() (fx

1

; x

2

g 2 E) _ (x

1

= x

2

^ fy

1

; y

2

g 2 E)

Es gilt: jV

0

j = jV j

2

und jE

0

j = O(jV j

4

).

Nehmen wir an, C ist eine Clique in G. Man kann lei
ht

�

uberpr

�

ufen, da� es dann in G

0

au
h eine Clique C

0

gibt, die aus den Knoten

C

0

= f(x; y) : x 2 C ^ y 2 Cg

besteht; die Umkehrung gilt ebenfalls und es gilt jC

0

j = jCj

2

. Daraus folgt nat

�

urli
h au
h

opt(G

0

) = opt(G)

2

.
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Nehmen wir an, es g

�

abe einen Algorithmus A, der eine garantierte Performan
e von r

alt

hat. Wendet man diesen Algorithmus auf G

0

an, erh

�

alt man eine Clique C

0

, f

�

ur die gilt:

jC

0

j �

opt(G

0

)

r

alt

Betra
htet man die zu C

0

korrespondierende Clique C in G, dann gilt deshalb o�ensi
ht-

li
h:

jCj =

q

jC

0

j �

s

opt(G

0

)

r

alt

=

opt(G)

p

r

alt

Das bedeutet, man hat dur
h die Umwandlung von G in G

0

einen Algorithmus gefunden,

der f

�

ur G eine Performan
e von mindestens r

neu

=

p

r

alt

hat.

Da man diese Umwandlung wiederholt anwenden kann, kann man die Performan
e beliebig

nahe an 1 ann

�

ahern (au
h wenn die Laufzeit dabei nat

�

urli
h immer l

�

anger wird.)

Tats

�

a
hli
h war H�astad [25℄ in der Lage zu zeigen, da� si
h MAX CLIQUE f

�

ur einen

Graphen mit n Knoten ni
ht besser als n

1��

approximieren l

�

a�t. MAX CLIQUE geh

�

ort

also ni
ht zu APX.

Eine Variante des Bootstrappings erlaubt es einem zu zeigen, da� ein Problem P ni
ht in

FPTAS n PO sein kann, wenn das Ma� der optimalen L

�

osung dur
h ein Polynom in der

Gr

�

o�e der Eingabe bes
hr

�

ankt ist.

Beweis:

Nehmen wir an, P = hI; SOL; val; goali geh

�

ort zu FPTAS; deshalb gibt es einen Algorith-

mus A(x; �) 2 SOL(x), der eine L

�

osung f

�

ur x 2 I mit Performan
e 1+ � �ndet und dessen

Laufzeit dur
h ein Polynom in jxj und 1=� bes
hr

�

ankt ist.

Nehmen wir an, da� gilt opt(x) � p(jxj) und p ein Polynom ist. Wir w

�

ahlen dann � =

1=(p(jxj) + 1); daraus folgt:

1

1 +

1

p(jxj)+1

=

1

1 + �

�

val(x;A(x; �))

opt(x)

� 1 + � = 1 +

1

p(jxj) + 1

F

�

ur ein Minimierungsproblem folgt:

val(x;A(x; �)) � opt(x) +

opt(x)

p(jxj) + 1

val(x;A(x; �))� opt(x) �

opt(x)

p(jxj) + 1

< 1

F

�

ur ein Maximierungsproblem folgt:

opt(x) � val(x;A(x; �)) +

val(x;A(x; �))

p(jxj) + 1
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"

Gap\ Te
hnik

opt(x)� val(x;A(x; �)) �

val(x;A(x; �))

p(jxj) + 1

�

opt(x)

p(jxj) + 1

< 1

Da laut der De�nition von Optimierungsproblemen opt und val Integerwerte zur

�

u
kliefern,

hat der Algorithmus die optimale L

�

osung gefunden. Die Laufzeit ist dur
h ein Polynom

in jxj und 1=� = 1+ p(jxj) bes
hr

�

ankt; d.h. sie ist insgesamt polynomiell in jxj. Also mu�

P 2 PO gelten.

2.2 Die

"

Gap\ Te
hnik

Mit einer anderen Te
hnik l

�

a�t si
h zeigen, da� das allgemeine Traveling Sales Person

(TSP) Problem ni
ht zu APX geh

�

oren kann, d.h. das es keinen Algorithmus mit garan-

tierter Performan
e r > 1 f

�

ur dieses Problem geben kann. Wir folgen der Darstellung in

[8℄.

Dazu zeigt man, da� man mit Hilfe eines sol
hen Algorithmus ein NP-vollst

�

andiges Pro-

blem in polynomieller Zeit l

�

osen k

�

onnte; wenn gilt NP 6= P , dann ist das ein Widerspru
h,

d.h. die Behauptung das es einen sol
hen Algorithmus gibt ist fals
h.

Das Problem, das als Ausgangsbasis dient, ist das Hamiltons
he Kreis (HK) Ents
hei-

dungsproblem; d.h. gegeben sei ein Graph G(V;E) mit n = jV j und man soll ents
heiden,

ob dieser Graph einen Kreis enth

�

alt, der dur
h alle Knoten geht.

Dieses Problem ist s
hon in der Struktur

�

ahnli
h zu TSP; um HK zu l

�

osen, bauen wir

aus G wieder einen neuen vollst

�

andigen Graphen G

0

(V

0

; E

0

), bei dem V

0

= V ist und eine

Kante fx; yg 2 E

0

folgendes Gewi
ht g(x; y) erh

�

alt:

g(x; y) =

(

1 wenn fx; yg 2 E;

1 + Æn sonst.

Wenn es in G einen Hamiltons
hen Kreis gibt, dann hat die optimale Tour f

�

ur das TSP

Problem in G

0

eine L

�

ange von genau n, weil dann genau n Kanten der L

�

ange 1 benutzt

werden. Eine L

�

osung, die keinen Hamiltons
hen Kreis in G benutzt, hat als L

�

ange min-

destens n+ Æn = n(1 + Æ).

H

�

atte man einen polynomiellen Algorithmus f

�

ur TSP mit einer besseren Performan
e als

1+ Æ, dann w

�

urde dieser Algorithmus { wenn es einen Hamiltons
hen Kreis gibt { immer

das Optimum �nden. Damit k

�

onnte man das HK Ents
heidungsproblem in polynomieller

Zeit l

�

osen; deshalb kann es so einen Algorithmus { unter der Annahme NP 6= P { ni
ht

geben.

Da Æ ni
ht weiter einges
hr

�

ankt worden ist, kann TSP ni
ht zu APX geh

�

oren.

Ein weiteres Beispiel dieser Te
hnik ist das 3-Farben-Problem:

"

Wenn man einen Graph

hat, kann man dann mit 3 Farben jeden Knoten so einf

�

arben, da� bena
hbarte Knoten un-

ters
hiedli
he Farben haben? \. Dieses Ents
heidungsproblem ist ebenfalls NP-vollst

�

andig

[35℄.
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Betra
htet man die Optimierungsvariante, bei der gefragt ist, wie viele Farben ben

�

otigt

werden, dann kann es keinen Algorithmus geben, der eine bessere Performan
e als 4=3

hat. Ein sol
her Algorithmus m

�

u�te n

�

amli
h f

�

ur jeden Graphen der 3-f

�

arbbar ist, die

entspre
hende F

�

arbung �nden, und damit k

�

onnte man das Ents
heidungsproblem in po-

lynomieller Zeit l

�

osen.

Formal kann man die benutzte Te
hnik so formulieren (na
h [8℄):

Sei D ein NP-vollst

�

andiges Ents
heidungsproblem und P ein Minimierungsproblem aus

NPO. Nehmen wir an, da� es zwei Funktionen f : I

D

! I

P

und 
 : I

D

! N gibt und

eine Konstante gap > 0, so da� f

�

ur alle x 2 I

D

gilt:

opt(f(x)) � 
(x) wenn SOL(x) 6= ;

opt(f(x)) � 
(x)(1 + gap) wenn SOL(x) = ;

Dann kann es keinen Approximations Algorithmus f

�

ur P mit einer besseren Performan
e

als 1 + gap geben, falls NP 6= P .

Beweis:

Nehmen wir an, es g

�

abe einen Algorithmus A, der eine bessere Performan
e als (1 +

gap) hat. Wir k

�

onnen jetzt das Problem D in polynomieller Zeit l

�

osen, indem wir den

Algorithmus f

�

ur P verwenden. Dazu benutzt man die Instanz y = f(x) von P:

� Nehmen wir an SOL(x) = ;. In diesem Fall ist opt(y) � 
(x)(1+gap). Der Algorith-

mus liefert also eine L

�

osung s = A(y), bei der auf jeden Fall val(y; s) � 
(x)(1+gap)

gilt.

� Wenn SOL(x) 6= ;, dann ist opt(y) � 
(x). Weil der Algorithmus eine bessere

Performan
e als (1 + gap) hat, gilt f

�

ur die ausgegebene L

�

osung s = A(y) auf jeden

Fall val(y; s) < 
(x)(1 + gap)

Da man 
(x),f(x),s und val(y; s) zusammen in polynomieller Zeit bere
hnen kann, kann

man an Hand von val(y; s) das Ents
heidungsproblem l

�

osen. Das ist ein Widerspru
h zur

Annahme NP 6= P .

Mit genau der glei
hen Argumentation, kann man die Gap-Te
hnik au
h auf Maximie-

rungsprobleme anwenden. Dazu mu� das Optimum von f(x) nur entweder gr

�

o�er als 
(x)

oder kleiner als 
(x)=(1 + gap) sein.

Leider ist diese Te
hnik nur s
hwer anwendbar, wenn bei einem Problem das Optimum

mit wa
hsender Gr

�

o�e der Instanz gegen unendli
h geht.

Nehmen wir zum Beispiel 3-SAT: Wenn man eine Instanz x von 3-SAT betra
htet, dann

stellt die Frage der Erf

�

ullbarkeit ein NP-vollst

�

andiges Ents
heidungsproblem dar. Nimmt

man als Optimierungsproblem MAX-3-SAT, dann kann man als 
(x) einfa
h die Anzahl
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der Klauseln nehmen. Wenn diese Anzahlm ist, dann m

�

u�te f

�

ur ni
ht erf

�

ullbare Instanzen

gelten:

opt(x) �

m

(1 + gap)

gap �

m

opt(x)

� 1

gap �

m� opt(x)

opt(x)

Das bedeutet, das Verh

�

altnis zwis
hen der Anzahl an erf

�

ullbaren Klauseln (opt(x)) und der

Anzahl an ni
ht-erf

�

ullbaren Klauseln (m� opt(x)) m

�

u�te bei ni
ht erf

�

ullbaren Instanzen

immer gr

�

o�er als die (beliebige) Konstante gap sein. Leider ist ni
ht klar, warum bei

einer beliebigen Instanz von 3-SAT die optimale L

�

osung ni
ht z.B. genau m� 1 Klauseln

erf

�

ullen kann. Die gap geht bei sol
hen Instanzen mit wa
hsendem m gegen Null.

Nehmen wir an, eine Instanz von 3-SAT k

�

onnte auf eine andere Instanz von 3-SAT Karp-

reduziert werden, bei der gilt: Ist die Instanz unerf

�

ullbar, dann ist das Verh

�

altnis zwis
hen

unerf

�

ullten und erf

�

ullten Klauseln bei einer optimalen Belegung gr

�

o�er als eine (kleine)

Konstante gap.

G

�

abe es eine sol
he Reduktion, dann k

�

onnte man die Gap-Te
hnik auf die reduzierte

Instanz anwenden und w

�

urde sofort ein Ni
ht-Approximierbarkeits-Ergebnis f

�

ur MAX-3-

SAT erhalten.

Leider kennt man bis jetzt keine einfa
he Reduktion, die diese Eigens
haft besitzt. Die ein-

zige (theoretis
he) Methode, eine sol
he Reduktion zu bauen, basiert auf einem Theorem,

das erst vor weniger als 10 Jahren entde
kt worden ist.

2.3 Das PCP-Theorem

Die Frage na
h unteren S
hranken f

�

ur Approximationsalgorithmen wurde bereits ausf

�

uhr-

li
h bei Garey und Johnson in ihrem Bu
h

�

uber NP-vollst

�

andige Probleme diskutiert [22℄.

Allerdings wurden wirkli
h aussagekr

�

aftige Ergebnisse erst m

�

ogli
h, na
hdem man die

Verbindung zwis
hen

"

Intera
tive Proofs\ und der Approximierbarkeit von Problemen

herstellte [19, 16℄. Intera
tive Proofs wurden urspr

�

ungli
h aus einer anderen Motivation

heraus unabh

�

angig von Goldwasser, Mi
ali, Ra
ko� [24℄ und Babai [10, 9℄ eingef

�

uhrt. Die

Verallgemeinerung zu

"

multi-prover proto
ols\ stammt von Ben-Or, Goldwasser, Kilian,

Widgerson [12℄.

Zum Verst

�

andnis der folgenden Erl

�

auterungen mu� man si
h no
h einmal die De�nition

der Klasse NP ins Ged

�

a
htnis rufen: Ein Ents
heidungsproblem geh

�

ort zu NP, wenn man

einen Beweis f

�

ur eine positive Antwort in polynomieller Zeit

�

uberpr

�

ufen kann.

Nehmen wir als Beispiel wieder SAT. Ein Beweis f

�

ur die Erf

�

ullbarkeit einer booles
hen

Formel ist einfa
h eine Belegung der Variablen, bei der die Formel erf

�

ullt ist. Angenommen



2 NICHT-APPROXIMIERBARKEIT UND DAS PCP-THEOREM 15

ein Pr

�

ufer w

�

urde nur einen Teil des Beweises, d.h. nur einen Teil der Belegung f

�

ur die

Variablen erfahren. Eventuell k

�

onnte er dann bereits ents
heiden, ob der Beweis korrekt

ist oder ni
ht; wenn zum Beispiel eine Klausel von dieser partiellen Belegung bereits ni
ht

erf

�

ullt wird, dann kann man den Beweis si
her ablehnen. Die Ents
heidung, ob abgelehnt

wird oder ni
ht, h

�

angt also o�ensi
htli
h davon ab, wel
hen Teil des Beweises der Pr

�

ufer

zu sehen bekommt.

Dieses Konzept des Pr

�

ufers soll jetzt formalisiert werden:

De�nition: Veri�er

Ein Veri�er ist ein Algorithmus, der als Eingabe drei Dinge bekommt:

1. Eine Instanz x 2 I eines Ents
heidungsproblems hI; SOLi .

2. Einen Bitstring r mit zuf

�

alligen Bits.

3. Einen Beweis p f

�

ur SOL(x) 6= ;, der wieder aus einem Bitstring besteht.

Der Veri�er V(x; r; p) akzeptiert (gibt JA aus) oder verwirft (gibt NEIN aus) den Beweis

in polynomieller Zeit. Dabei bere
hnet der Veri�er die Antwort in zwei Phasen: Erst wird

dur
h r ausgew

�

ahlt, wel
her Teil von p gelesen wird. (Die Zufallsbits adressieren also die

Bits, die von p ausgelesen werden.) Dann wird an Hand von x und des gelesenen Teils

von p JA oder NEIN ausgegeben.

Man kann die Anzahl der zuf

�

alligen Bits dur
h eine Funktion r(jxj) bes
hr

�

anken und die

Anzahl der von p eingelesenen Bits dur
h eine Funktion p(jxj). Einen sol
hen Veri�er

nennt man (r(n); p(n)) bes
hr

�

ankt, wobei n = jxj.

Es ist kaum vorstellbar, da� ein Veri�er sehr oft eine vern

�

unftige Antwort ausgibt. Das

liegt vor allem daran, da� man bei einem normalen Beweis f

�

ur z.B. SAT kaum redundante

Informationen hat. Die Wahrs
heinli
hkeit, da� ein Veri�er einen Beweis verwirft ohne ihn

komplett zu lesen, ers
heint f

�

ur gro�e Instanzen gering.

Allerdings ist in der De�nition ni
ht gesagt, wie der Beweis kodiert ist. Man kann si
h

jetzt vorstellen, da� man den Beweis redundant kodiert, so da� eventuelle Fehler lei
hter

bemerkt werden k

�

onnen. Sol
he Beweise nennt man Probabilisti
ally Che
kable Proofs

oder kurz PCPs [21, 7℄.

Mit Hilfe von PCPs kann man jetzt eine neue Klassi�zierung von Ents
heidungsproblemen

de�nieren:

De�nition: Klasse PCP (r(n); p(n))

Ein Ents
heidungsproblem P = hI; SOLi geh

�

ort zur Klasse PCP (r(n); p(n)) wenn es

einen (r(n); p(n)) bes
hr

�

ankten Veri�er gibt, so da� f

�

ur jede Instanz x 2 I gilt:

1. Wenn SOL(x) 6= ; dann gibt es einen Beweis p, bei dem der Veri�er f

�

ur jede

m

�

ogli
he Kombination an Zufallsbits JA ausgibt, d.h.

Pr(V(x; r; p) =

"

JA\) = 1
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2. Wenn SOL(x) = ;, dann gilt f

�

ur jeden Beweis p:

Pr(V(x; r; p) =

"

JA\) �

1

2

Die Wahrs
heinli
hkeit Pr(�) wird dabei unter der Voraussetzung bere
hnet, da� alle

Kombinationen an Zufallsbits glei
h wahrs
heinli
h sind.

Es ergeben si
h sofort einige Folgerungen:

P = PCP (0; 0)

Der Veri�er kann einfa
h die L

�

osung der Instanz in polynomieller Zeit bere
hnen und

dann dana
h ents
heiden. Es werden also keine Zufallsbits und kein Beweis gebrau
ht.

NP = PCP (0; poly(n)) :=

[

k�

PCP (0; n

k

)

Da ein Beweis f

�

ur eine positive Antwort f

�

ur ein Problem aus NP immer in polynomieller

Laufzeit

�

uberpr

�

uft werden kann, folgt daraus au
h, da� die L

�

ange des Beweises dur
h

ein Polynom bes
hr

�

ankt ist. Der Veri�er kann daher den gesamten Beweis einlesen und

ihn dann laut der De�nition von NP in polynomieller Laufzeit

�

uberpr

�

ufen; zuf

�

allige Bits

werden ebenfalls ni
ht verwendet.

Jetzt ist die Frage, was passiert, wenn man wirkli
h Zufallsbits zul

�

a�t und ni
ht mehr den

gesamten Beweis einliest. Das erstaunli
he Ergebnis lautet [6, 8, 28, 27℄:

NP = PCP (O(log(n); O(1))

Das hei�t, da� der Veri�er bereits mit einer konstanten Anzahl an Bits probabilistis
h

sinnvolle Ents
heidungen tre�en kann; (die Anzahl ist also unabh

�

angig von der L

�

ange der

zu

�

uberpr

�

ufenden Instanz des Problems; tats

�

a
hli
h ist sie sogar unabh

�

angig von der Art

des Problems!)

Die Bes
hr

�

ankung der gelesenen Zufallsbits auf O(log(n)) besagt, da� man alle Positionen

des Beweises auslesen kann; wenn man k log(n) zuf

�

allige Bits hat, dann gibt es n

�

amli
h

2

k log(n)

= n

k

vers
hiedene M

�

ogli
hkeiten f

�

ur die Belegung der Bits; da die L

�

ange des

Beweises dur
h ein Polynom in der L

�

ange der Instanz bes
hr

�

ankt ist, kann man also alle

Positionen adressieren. Der lineare Faktor k h

�

angt von der Art des Problems ab.

2.4 Ni
ht-Approximierbarkeit

Man kann die Wahrs
heinli
hkeiten, mit der ein Veri�er Beweise akzeptiert, verallgemei-

nern. Die Wahrs
heinli
hkeit, mit der ein Veri�er einen ri
htigen Beweis akzeptiert, nennt

man Completeness; die Wahrs
heinli
hkeit mit der er einen fals
hen Beweis akzeptiert
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Soundness. Man s
hreibt dann PCP




s

(r(n); p(n)), wobei mit 
 die Completeness und mit

s die Soundness gemeint ist.

Die Frage, wie gro� die genaue Anzahl der eingelesenen Bits des Beweises, die Completen-

ess und Soundness sein m

�

ussen, damit PCP




s

(O(log(n)); O(1)) no
h NP 
harakterisiert

spielt eine ents
heidende Rolle f

�

ur die ni
ht Approximierbarkeit von Problemen. Deshalb

wurde na
h der Entde
kung des PCP-Theorems versu
ht diese Werte zu verbessern [4, 5℄.

H�astad [26℄ gelang es zum ersten Mal ein optimales Ergebnis zu beweisen. Er zeigte,

da� es f

�

ur MAX-E3-SAT keinen Algorithmus mit einer besseren Performan
e als 8=7

geben kann, wenn P 6= NP . Glei
hzeitig konnten Karlo� und Zwi
k [29℄ zeigen, da� es

einen polynomiellen (deterministis
hen) Algorithmus gibt, der MAX-E3-SAT mit einer

Performan
e von 8=7 l

�

ost. Die untere S
hranke von 8=7 ist damit die beste, die man

beweisen kann und ist in diesem Sinne optimal.

Um hervorzuheben, wie wi
htig das PCP-Theorem f

�

ur Ni
ht-Approximierbarkeits-Beweise

ist, soll mit der Charakterisierung von NP dur
h PCP

1

0:76

(O(log(n)); 3) [26℄ eine (ni
ht

optimale) untere S
hranke f

�

ur die Approximierbarkeit von MAX-E3-SAT gezeigt werden.

Dur
h die Charakterisierung ist es m

�

ogli
h, eine Reduktion zu bes
hreiben, die eine be-

liebige E3-SAT Instanz auf eine neue E3-SAT Instanz reduziert, bei der in unerf

�

ullbaren

F

�

allen mindestens ein konstanter Anteil der Klauseln unerf

�

ullt ist. Diese Reduktion f

�

uhrt,

wie in dem Kapitel

�

uber die Gap-Te
hnik bes
hrieben, zu einer unteren S
hranke f

�

ur

Approximierbarkeit.

Nehmen wir an, wir haben den (O(log(n)); 3) bes
hr

�

ankten Veri�er, der Beweise von

Instanzen aus E3-SAT

�

uberpr

�

uft.

Ohne Bes
hr

�

ankung der Allgemeinheit, k

�

onnen wir annehmen, da� der Veri�er immer

genau 3 Bits des Beweises erfragt, au
h wenn er ni
ht alle davon benutzt.

Es sei eine Instanz x von E3-SAT und der dazugeh

�

orige Beweis p gegeben. Nehmen wir

an, da� wir f

�

ur jedes Bit im Beweis eine Variable p[i℄ einf

�

uhren, die den Wert dieses

Bits erh

�

alt. Da der Veri�er nur k log(jxj) Zufallsbits einliest, kann es au
h ni
ht mehr als

2

k log(jxj)

= jxj

k

vers
hiedene Variablen geben.

F

�

ur jeden m

�

ogli
hen Zufallsstring r liest der Veri�er drei vers
hiedene Variablen ein, die

mit p[r

1

℄, p[r

2

℄ und p[r

3

℄ bezei
hnet werden.

F

�

ur einige 3-Tupel (p[r

1

℄; p[r

2

℄; p[r

3

℄) akzeptiert der Veri�er und f

�

ur andere ni
ht. Nehmen

wir z.B. an, er verwirft den Beweis f

�

ur die folgenden 3-Tupel (bei einem festgelegten

Zufallsstring): f(0; 0; 0); (0; 1; 1); (1; 0; 0); (1; 1; 1)g.

F

�

ur jedes dieser Tupel konstruieren wir jetzt eine Klausel mit 3 Literalen, die genau

dann erf

�

ullt ist, wenn (p[r

1

℄; p[r

2

℄; p[r

3

℄) ni
ht den Wert des Tupels annimmt. F

�

ur das
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angegebene Beispiel erh

�

alt man die vier Klauseln:

(p[r

1

℄ _ p[r

2

℄ _ p[r

3

℄)

�

p[r

1

℄ _ p[r

2

℄ _ p[r

3

℄

�

�

p[r

1

℄ _ p[r

2

℄ _ p[r

3

℄

�

�

p[r

1

℄ _ p[r

2

℄ _ p[r

3

℄

�

Da es insgesamt nur 8 m

�

ogli
he 3-Tupel gibt und ni
ht mehr als n

k

vers
hiedene Zufalls-

strings, erhalten wir eine neue booles
he Formel, die h

�

o
hstens 8n

k

Klauseln enth

�

alt.

Gibt es einen Beweis, bei dem der Veri�er immer akzeptiert, dann ist die erzeugte Formel

erf

�

ullbar; die Belegung der Variablen entspri
ht genau den Bits dieses Beweises. Gibt es

diesen Beweis ni
ht, dann m

�

ussen bei jedem Beweis mindestens 24 Prozent der Zufalls-

strings r den Veri�er zum Ablehnen bringen, d.h. f

�

ur einen ablehnenden Zufallsstring mu�

mindestens eine der maximal 8 m

�

ogli
hen Klauseln ni
ht erf

�

ullt sein.

Von maximal 8n

k

Klauseln sind also bei unerf

�

ullbaren Instanzen mindestens 0; 24n

k

Klau-

seln unerf

�

ullbar. Mit Hilfe der Gap-Te
hnik folgt daraus, da� si
h MAX-E3-SAT ni
ht

besser als 8=7:76 approximieren l

�

a�t.

2.5 H�astads optimale Ergebnisse

Am S
hlu� seien no
h einmal alle Ergebnisse von H�astad [26℄ tabellaris
h aufgelistet. Er-

gebnisse bei denen obere und untere S
hranke zusammen fallen sind in dem Sinn optimal,

da� si
h ni
hts besseres beweisen l

�

a�t.

obere S
hranke untere S
hranke

Konstante Quelle Konstante

E3-LIN2 2 Folklore 2� �

E3-LINp p Folklore p� �

E3-LIN� j�j Folklore j�j � �

E2-LIN2 1.1383 [23℄

12

11

� �

E3-SAT

8

7

[29℄

8

7

� �

E2-SAT 1.0741 [20℄

22

21

� �

E4-Set Splitting

8

7

Folklore

8

7

� �

MAX-CUT 1.1383 [23℄

17

16

� �

MAX-di-CUT 1.164 [23℄

12

11

� �

Vertex Cover 2 [22℄

7

6

� �
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3 AP-Reduktionen und Gadgets

Will man beweisen, da� ein neues Ents
heidungsproblem P

neu

NP-vollst

�

andig ist, su
ht

man si
h ein altes Ents
heidungsproblem P

alt

, von dem s
hon bekannt ist, da� es NP-

vollst

�

andig ist; dann versu
ht man eine Karp-Reduktion von P

alt

auf P

neu

zu �nden.

Gelingt es einem zu zeigen, da� es eine Karp-Reduktion gibt, dann hat man damit au
h

gezeigt, da� P

neu

NP-vollst

�

andig ist.

Im Falle von NP-vollst

�

andigkeits Beweisen rei
ht eine Reduktion auf ein einziges altes

Problem, um zu zeigen, das ein neues Problem genau so s
hwer ist wie alle anderen NP-

vollst

�

andigen Probleme.

Bei Optimierungsproblemen ist auf den ersten Bli
k ni
ht einmal klar, wel
he Art von

Reduktion gebrau
ht wird. Obwohl es o�ensi
htli
h ers
heint, da� ein Problem aus PTAS

lei
hter ist als ein Problem aus APX n PTAS ist ni
ht klar, was f

�

ur eine Reduktion daf

�

ur

ben

�

otigt wird. No
h s
hwerer vorstellbar ist die Idee von APX-vollst

�

andigen Problemen,

d.h. Probleme, mit deren Hilfe man alle Probleme aus APX bes
hreiben kann.

3.1 AP-Reduktionen

F

�

ur Approximationsuntersu
hungen brau
ht man eine Reduktion, die ni
ht nur die In-

stanzen und L

�

osungen von zwei Problemen aufeinander transformiert, sondern au
h no
h

die Qualit

�

at der L

�

osungen erh

�

alt.

Eine sol
he Reduktion nennt si
h AP-Reduktion und ist wie folgt de�niert.

De�nition: AP-Reduktion

Seien P

alt

und P

neu

zwei Optimierungsprobleme aus NPO. P

alt

hei�t AP-reduzierbar auf

P

neu

in Zei
hen P

alt

�

AP

P

neu

, wenn es zwei Funktionen f und g und eine Konstante

� > 0 gibt, so da� gilt:

1. F

�

ur jede Instanz x

alt

2 I

P

alt

und f

�

ur jede reelle Zahl Æ > 0 gilt:

x

neu

= f(x

alt

; Æ) 2 I

P

neu

.

2. F

�

ur jede Instanz x

alt

und f

�

ur jede reelle Zahl Æ > 0 gilt:

s

neu

2 SOL(x

neu

) =) s

alt

= g(x

alt

; s

neu

; Æ) 2 SOL(x

alt

)

3. f und g lassen si
h f

�

ur jede feste reelle Zahl Æ > 0 in polynomieller Zeit bere
hnen.

4. F

�

ur jede Instanz x

alt

, f

�

ur jedes Æ > 0 und f

�

ur jedes s

neu

gilt:

1

1 + Æ

�

val(x

neu

; s

neu

)

opt(x

neu

)

� 1 + Æ =)

1

1 + �Æ

�

val(x

alt

; s

alt

)

opt(x

alt

)

� 1 + �Æ
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Die De�nition stammt von Creszenzi, Kann, Silvestri und Trevisan [18℄ und ist zur Zeit die

allgemein akzeptierte Bes
hreibung f

�

ur Reduktionen zwis
hen Optimierungsproblemen.

Die Abk

�

urzung AP steht f

�

ur Approximation Preserving, also approximationserhaltend.

Die Abk

�

urzung hebt Punkt vier der De�nition hervor, der garantiert, da� die Qualit

�

at

einer beliebigen L

�

osung von I

neu

bei der Transformation bis auf einen Faktor � erhal-

ten bleibt. Das bedeutet au
h, da� das Optimum von I

neu

dur
h g(I

alt

; S

neu

; Æ) auf das

Optimum von I

alt

abgebildet wird.

Existiert eine AP-Reduktion von einem Problem P

alt

auf ein Problem P

neu

so folgt daraus,

da� P

neu

mindestens so s
hwer ist wie P

alt

oder anders herum, da� P

alt

ni
ht s
hwerer ist

als P

neu

.

Mit Hilfe von AP-Reduktionen lassen si
h deshalb zwei Dinge zeigen: Ist P

neu

2 APX

und ist P

alt

�

AP

P

neu

, so ist au
h P

alt

2 APX, weil man dur
h die AP-Reduktion einen

Approximationsalgorithmus f

�

ur P

alt

erh

�

alt.

Auf der anderen Seite kann P

neu

ni
ht zu PTAS geh

�

oren, wenn P

alt

ni
ht zu PTAS geh

�

ort

und P

alt

�

AP

P

neu

.

Nehmen wir zum Beispiel an, da� si
h ein Problem P

neu

mit einem Faktor � auf P

alt

=

MAX-3SAT reduzieren l

�

a�t und da� es einen Algorithmus A

neu

gibt, der eine Performan
e

von 1 + Æ hat. Dur
h die AP-Reduktion gilt:

val(I

alt

; S

alt

)

opt(I

alt

)

�

1

1 + �Æ

H�astad hat, wie s
hon vorher erw

�

ahnt, gezeigt, da� es NP-s
hwer ist, Instanzen von MAX-

3SAT, die erf

�

ullbar sind, von Instanzen, bei denen h

�

o
hstens (

7

8

+ �) Klauseln erf

�

ullbar

sind, zu unters
heiden [26℄. Das bedeutet:

7

8

>

1

1 + �Æ

7 + 7�Æ > 8

Æ >

1

7�

1

1 +

1

7�

>

1

1 + Æ

7�

7� + 1

>

1

1 + Æ

Eine Besonderheit der AP-Reduktion ist die Abh

�

angigkeit der Funktionen f und g von

Æ. Dur
h diese De�nition wird es m

�

ogli
h, vers
hiedene Transformationen zu benutzen, je

na
hdem, wie gut die Performan
e der betra
hteten L

�

osungen sein soll.

Au
h wenn bei vielen Reduktionen diese Abh

�

angigkeit ni
ht gebrau
ht wird, s
heint es bis

jetzt s
hwierig, APX-Vollst

�

andigkeit zu beweisen, ohne die Abh

�

angigkeit der Funktionen

f und g von Æ zu benutzen.
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3.2 L-Reduktionen

Bereits vor der Einf

�

uhrung von AP-Reduktionen versu
hte man, Klassen von Optimie-

rungsproblemen und dazugeh

�

orige vollst

�

andige Probleme zu �nden. Papadimitriou und

Yannakakis f

�

uhrten dazu in [34℄ die Klassen MAX NP und MAX SNP ein, die

�

uber die

strukturellen Eigens
haften der zugeh

�

origen Probleme de�niert sind. Als Reduktion zwi-

s
hen den Problemen wurde die L-Reduktion de�niert. Sie hat den Vorteil, da� sie anders

als die AP-Reduktion unabh

�

angig von der Qualit

�

at der L

�

osung ist.

De�nition: L-Reduktion

Es seien zwei Optimierungsprobleme P

alt

und P

neu

aus NPO gegeben. P

alt

ist auf P

neu

L-reduzierbar, (in Symbolen P

alt

�

L

P

neu

) wenn es zwei Funktionen f und g gibt und zwei

Konstanten �; 
 > 0, so da� gilt:

1. Eine Instanz x

alt

2 I

P

alt

wird dur
h f in polynomieller Laufzeit auf eine Instanz

x

neu

= f(x

alt

) 2 I

P

neu

abgebildet.

2. opt(x

neu

) � � � opt(x

alt

).

3. Eine L

�

osung s

neu

2 SOL(x

neu

) wird dur
h g in polynomieller Laufzeit auf eine

L

�

osung s

alt

= g(x

alt

; s

neu

) 2 SOL(x

alt

) abgebildet.

4. jopt(x

alt

)� val(x

alt

; s

alt

)j � 
 � jopt(x

neu

)� val(x

neu

; s

neu

)j

L-Reduktionen sind im allgemeinen ni
ht so m

�

a
htig wie AP-Reduktionen, aber sie sind

einfa
her zu konstruieren. Um zu zeigen, da� es f

�

ur Ni
ht-Approximierbarkeits-Beweise

ausrei
ht, eine L-Reduktion zu �nden, wird folgendes gezeigt: Gegeben sind zwei Probleme

P

alt

und P

neu

, die beide zu APX geh

�

oren, und eine L-Reduktion, so da� P

alt

�

L

P

neu

gilt.

In diesem Fall gibt es au
h eine AP-Reduktion P

alt

�

AP

P

neu

.

Beweis:

Wir bauen aus der L-Reduktion eine AP-Reduktion. Dazu m

�

ussen, je na
hdem ob P

alt

und

P

neu

Maximierungs oder Minimierungsprobleme sind, vier F

�

alle unters
hieden werden.

Zuerst der einfa
he Fall, da� P

alt

und P

neu

beide Minimierungsprobleme sind; d.h. wenn

eine L

�

osung s

neu

eine Performan
e von 1 + Æ hat, ergibt si
h:

val(x

neu

; s

neu

)

opt(x

neu

)

� 1 + Æ

val(x

neu

; s

neu

)� opt(x

neu

) � Æ � opt(x

neu

)

Damit es eine AP-Reduktion gibt, mu� es ein festes � geben, so da� daraus f

�

ur eine

L

�

osung s

alt

folgt:

val(x

alt

; s

alt

)

opt(x

alt

)

� 1 + �Æ

val(x

alt

; s

alt

)� opt(x

alt

) � �Æopt(x

alt

)
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Aus P

alt

�

L

P

neu

folgt aber:

jopt(x

alt

)� val(x

alt

; s

alt

)j � 
 � jopt(x

neu

)� val(x

neu

; s

neu

)j

Weil es si
h um Minimierungsprobleme handelt und die Performan
e von s

neu

mindestens

1 + Æ betr

�

agt, folgt daraus:

val(x

alt

; s

alt

)� opt(x

alt

) � 
 � (Æ � opt(x

neu

))

val(x

alt

; s

alt

)� opt(x

alt

) � Æ
� � opt(x

alt

)

W

�

ahlt man f

�

ur � = 
�, dann kann man f und g einfa
h von der L-Reduktion

�

ubernehmen

und erh

�

alt dadur
h eine korrekte AP-Reduktion.

Nehmen wir jetzt an, da� P

alt

ein Maximierungsproblem und P

neu

ein Minimierungspro-

blem ist. Eine AP-Reduktion l

�

a�t si
h nur dann konstruieren, wenn wir die Tatsa
he

benutzen, da� P

alt

au
h in APX liegt und es deshalb einen Algorithmus A gibt, der eine

L

�

osung A(x

alt

) f

�

ur P

alt

in polynomieller Laufzeit �ndet, die eine garantierte Performan
e

von p > 1 hat.

F

�

ur die AP-Reduktion hf

0

; g

0

; �iwird festgelegt:

� f

0

(x

alt

; Æ) = f(x

alt

), d.h. wir

�

ubernehmen die Transformation der L-Reduktion.

�

g

0

(x

alt

; s

neu

; Æ) =

(

g(x

alt

; s

neu

) f

�

ur Æ � 1=(2�
)

A(x

alt

) sonst

D.h. wir

�

ubernehmen g nur, wenn wir uns f

�

ur eine Performan
e interessieren, die

besser als 1 + 1=(2�
) ist.

� Die Konstante � wird auf 2�
 � p gesetzt; p meint dabei die Performan
e des Algo-

rithmus A

Mit dieser Festlegung lassen si
h zwei F

�

alle unters
heiden. Im ersten Fall mu� gelten:

Æ � 1=(2�
). Es folgt aus der L-reduzierbarkeit:

opt(x

alt

)� val(x

alt

; s

alt

) � 
 � (val(x

neu

; s

neu

)� opt(x

neu

))

val(x

alt

; s

alt

) � opt(x

alt

)� 
Æ � opt(x

neu

)

val(x

alt

; s

alt

) � opt(x

alt

)� 
Æ� � opt(x

alt

)

val(x

alt

; s

alt

)

opt(x

alt

)

� 1� 
Æ� �

1

1 + 2�
Æ

wegen Æ < 1=(2�
)

val(x

alt

; s

alt

)

opt(x

alt

)

�

1

1 + p2�
Æ

=

1

1 + �Æ

wegen p > 1
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F

�

ur den Fall, da� gilt Æ > 1=(2�
), folgt:

val(x

alt

; s

alt

) = val(x

alt

;A(x

alt

)) �

1

p

opt(x

alt

) �

1

�Æ

opt(x

alt

) �

1

1 + �Æ

opt(x

alt

)

Die bes
hriebene AP-Reduktion ist also korrekt.

Die Beweise f

�

ur die anderen beiden F

�

alle funktionieren

�

ahnli
h.

Will man von einem Problem P

neu

ein Ni
ht-Approximierbarkeits-Ergebnis zeigen und

wei� man, da� es in APX enthalten ist, dann kann man also eine L-Reduktion dazu

verwenden.

3.3 Gadgets

Na
hdem erkl

�

art wurde, was f

�

ur Eigens
haften die Reduktionen haben m

�

ussen, wenn man

Probleme aus APX aufeinander reduzieren will, stellt si
h nat

�

urli
h die Frage, wie man

sol
he Reduktionen konstruiert.

F

�

ur eine bestimmte Art von Reduktionen, die auf lokalen Ersetzungen beruhen, hat man

dieses Problem vollst

�

andig gel

�

ost. Diese Reduktionen beziehen si
h auf Probleme aus

MAX F .

Probleme dieser Klasse haben zuerst einmal den Vorteil, da� sie in APX liegen. Um das

einzusehen, stellt man si
h vor, da� man eine Familie F hat, die nur aus Constraint

Funktionen mit k Parametern bestehen. Es gibt h

�

o
hstens 2

k

vers
hiedene M

�

ogli
hkeiten,

die Eingabeparameter mit Werten zu belegen. Wenn man auss
hlie�t, da� F eine Funktion

enth

�

alt, die

�

aquivalent zu 0 ist, ergeben si
h daraus zwei Konsequenzen:

1. Ein randomisierter Algorithmus, der einfa
h allen Variablen zuf

�

allig eine 0 oder 1

zuweist, hat eine erwartete Performan
e von mindestens 2

k

.

Wenn n

�

amli
h F keine Null-Funktion enth

�

alt, dann gibt es f

�

ur eine Funktion aus

F zumindest eine von 2

k

m

�

ogli
hen Belegungen f

�

ur die Parameter, bei der man

eine 1 als Ergebnis erh

�

alt. Hat man n Constraints, die alle simultan erf

�

ullt werden

k

�

onnen, dann wird der randomisierte Algorithmus im S
hnitt mindestens n=2

k

davon

erf

�

ullen.

Daraus folgt, da� jedes Problem aus MAX F in APX liegt.

2. Wenn es n Constraints gibt, dann gibt es auf jeden Fall n=2

k

Constraints, die si-

multan erf

�

ullt werden k

�

onnen, d.h. n=2

k

ist au�erdem eine untere S
hranke f

�

ur das

Optimum.

Der andere Vorteil an CSPs ist, da� man relativ lei
ht Reduktionen zwis
hen zwei Pro-

blemen bauen kann. Eine Reduktion, um ein CSP auf ein anderes zu reduzieren, l

�

a�t si
h
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am einfa
hsten dadur
h konstruieren, da� man ein Constraint im Ausgangsproblem dur
h

mehrere Constraints im Zielproblem ersetzt.

Nehmen wir an, wir wollen das MAX-E3-LIN2 Problem P

alt

= hI

alt

; SOL

alt

i auf das MAX-

E2-LIN2 Problem P

neu

= hI

neu

; SOL

neu

i reduzieren. Im weiteren werden wieder die glei-


hen Variablen wie immer benutzt, d.h. x

alt;neu

2 I

alt;neu

und s

alt;neu

2 SOL

alt;neu

(x

alt;neu

).

Die f

�

ur eine L-Reduktion n

�

otigen Ersetzungen sehen wie in Abbildung 1 aus.

x y z=1

y

x

z

h

h

h

h1

3

2

4

y

x

z

h

h

h

h1

3

2

4

00

x y z=0

Abbildung 1: Die Ersetzungen f

�

ur MAX-E3-LIN2 �

L

MAX-E2-LN2

Jede Glei
hung der Form x� y� z = 0 oder x� y� z = 1 aus MAX-E3-LIN2 wird dur
h

16 Glei
hungen im MAX-E2-LIN2 ersetzt. Jede dur
hgezogene Kante entspri
ht dabei

einer Glei
hung der Form u�v = 1 und jede gestri
helte Kante einer Glei
hung der Form

u� v = 0. Bei der Ersetzung werden f

�

ur jede urspr

�

ungli
he Glei
hung aus MAX-E3-LIN2

jeweils vier zus

�

atzli
he Hilfsvariablen h

1

; : : : ; h

4

eingef

�

uhrt.

Wenn eine Glei
hung der Form x � y � z = 0 im E3-LIN2 dur
h eine Belegung erf

�

ullt

ist, dann kann man die Hilfsvariablen so belegen, da� von den 16 korrespondierenden

Glei
hungen im E2-LIN2 12 erf

�

ullt sind.

Ist dagegen eine Glei
hung der Form x� y� z = 0 ni
ht erf

�

ullt, dann kann man von den

16 korrespondierenden Glei
hungen nur 10 erf

�

ullen.

F

�

ur Glei
hungen der Form x� y � z = 1 gilt das Selbe.

Das bedeutet, da� f

�

ur das Optimum opt(x

neu

) des E2-LIN2 gilt:

opt(x

neu

) = 10 � jx

alt

j + 2 � opt(x

alt

). Dabei ist mit jx

alt

j die Anzahl der Glei
hungen im

E3-LIN2 gemeint.

Um eine Belegung s

neu

des E2-LIN2 in eine Belegung des E3-LIN2 s

alt

zu transformieren,

mu� man si
h blo� die Variablen der Belegung heraus nehmen, die au
h im E3-LIN2

vorkommen. Dabei gilt:

val(x

neu

; s

neu

) � 10 � jx

alt

j+ 2 � val(x

alt

; s

alt

)
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F

�

ur eine L-Reduktion mu� no
h gezeigt werden:

opt(x

neu

) � � � opt(x

alt

)

Dazu bere
hnen wir die Konstante �, die verwendet werden mu�, damit die Unglei
hung

erf

�

ullt ist. In einem E3-LIN2 hat jedes Constraint genau 3 Parameter; deshalb gilt auf

jeden Fall opt(x

alt

) � jx

alt

j=2

3

. Daher mu� gelten:

opt(x

neu

) � � � opt(x

alt

)

10 � jx

alt

j+ 2 � opt(x

alt

) � � � opt(x

alt

)

� �

10 � jx

alt

j

opt(x

alt

)

+ 2

� �

10 � jx

alt

j

jx

alt

j

2

3

+ 2

� � 82

W

�

ahlen wir also � = 82, dann ist die Bedingung opt(x

neu

) � � � opt(x

alt

) immer erf

�

ullt.

Weiterhin gilt:

val(x

neu

; s

neu

) � 10 � jx

alt

j+ 2 � val(x

alt

; s

alt

)

opt(x

neu

)� 10 � jx

alt

j � 2 � val(x

alt

; s

alt

) � opt(x

neu

)� val(x

neu

; s

neu

)

2 � opt(x

alt

)� 2 � val(x

alt

; s

alt

) � opt(x

neu

)� val(x

neu

; s

neu

)

opt(x

alt

)� val(x

alt

; s

alt

) �

1

2

(opt(x

neu

)� val(x

neu

; s

neu

))

Alle Bedingungen f

�

ur eine L-Reduktion sind damit erf

�

ullt und es folgt MAX-E3-LIN2 �

L

MAX-E2-LIN2.

Die Methode, einzelne Constraints in einer Instanz des Problems P

alt

aus MAX F dur
h

mehrere Constraints einer Instanz des Problems P

neu

zu ersetzen, l

�

a�t si
h formalisieren.

Dazu betra
htet man eine Ersetzung, die eine Constraint-Funktion f auf mehrere Cons-

traints aus der Constraint-Familie F abbildet:

De�nition: �-Gadget [11℄

Es sei � 2 R

+

, eine Constraint Funktion f : f0; 1g

k

! f0; 1g, und eine Constraint-

Familie F gegeben. Ein �-Gadget, das f auf F reduziert, besteht aus einer Menge an

Hilfsvariablen y

1

; : : : ; y

n

, einer endli
hen Menge von reellen Gewi
hten w

j

� 0 und den

damit gewi
hteten Constraints C

j

auf F

�

uber den Prim

�

arvariablen x

1

; : : : ; x

k

und den

Hilfsvariablen y

1

; : : : ; y

n

. Ein �-Gadget erf

�

ullt f

�

ur jede Belegung ~x f

�

ur x

1

; : : : ; x

k

und ~y

f

�

ur y

1

; : : : ; y

n

folgende Eigens
haften:

(8~x : f(~x) = 1)(8~y) :

X

j

w

j

C

j

(~x; ~y) � �
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(8~x : f(~x) = 1)(9~y) :

X

j

w

j

C

j

(~x; ~y) = �

(8~x : f(~x) = 0)(8~y) :

X

j

w

j

C

j

(~x; ~y) � �� 1

Das �-Gadget hei�t strikt, wenn au�erdem gilt:

(8~x : f(~x) = 0)(9~y) :

X

j

w

j

C

j

(~x; ~y) = �� 1

Wenn man bei einem Gadget alle Gewi
hte f

�

ur die Constraints auf 1 setzt, dann erh

�

alt

man ein ungewi
htetes Gadget.

Nehmen wir an, es gibt ein striktes, ungewi
htetes �-Gadget, das eine Funktion h mit k

Parametern auf eine Constraint Familie F abbildet. In diesem Fall gilt:

MAXfhg �

L

MAXF

Beweis:

Nehmen wir an, da� x

alt

eine Instanz von MAX fhg ist. Es sei x

neu

= f(x

alt

) die Instanz

aus MAX F , die dur
h Anwendung des �-Gadgets auf alle Constraints aus x

alt

entsteht.

Sei s

neu

2 SOL(x

neu

); eine L

�

osung s

alt

erh

�

alt man, indem man si
h aus der L

�

osung s

neu

alle Werte f

�

ur die Variablen heraus nimmt, die au
h in s

alt

vorkommen. Es sei jx

alt

j die

Anzahl der Constraints in x

alt

. Aus der De�nition eines strikten �-Gadgets folgt:

opt(x

neu

) = (�� 1)jx

alt

j+ opt(x

alt

)

val(x

neu

; s

neu

) � (�� 1)jx

alt

j+ val(x

alt

; s

alt

)

Mit der glei
hen Argumentation, wie bei dem Beweis f

�

ur MAX-E3-LIN2 �

L

MAX-E2-

LIN2, kann man aus diesen beiden Unglei
hungen die obige Behauptung zeigen.

Mit Gadgets, kann man au
h lei
ht Ni
ht-Approximierbarkeits Beweise f

�

uhren. Nehmen

wir an, ein MAX-E3-LIN2 hat n Glei
hungen; H�astad hat bewiesen [26℄, da� si
h MAX-

E3-LIN2 Instanzen, bei denen n � � Glei
hungen erf

�

ullbar sind, ni
ht von Instanzen zu

unters
heiden sind, bei denen nur n=2 + � Glei
hungen erf

�

ullbar sind. Daraus folgt:

Gibt es ein ungewi
htetes �-Gadget, das MAX-E3-LIN2 auf ein neues Problem P aus

MAX F reduziert, dann folgt: Es gibt keinen polynomiellen Approximationsalgorithmus

f

�

ur P, der eine bessere Performan
e als

2�

2��1

� � erzielt.

Beweis:

Nehmen wir an, wir h

�

atten einen polynomiellen Algorithmus f

�

ur P , der eine bessere

Performan
e als

2�

2��1

erzielt. Gegeben sei nun eine Instanz mit n Glei
hungen aus MAX-

E3-LIN2, von denen si
h n� � Glei
hungen erf

�

ullen lassen. Dur
h das Gadget gibt es in
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der Instanz von P mindestens �(n��) erf

�

ullbare Constraints. Wenn der Algorithmus s

neu

Constraints erf

�

ullt, dann gilt f

�

ur die Anzahl der erf

�

ullten Glei
hungen s

alt

in MAX-E3-

LIN2:

s

neu

� �s

alt

+ (n� s

alt

)(�� 1) = �n� n+ s

alt

Aus der Annahme

�

uber die Performan
e des Algorithmus wird jetzt ein Widerspru
h

abgeleitet; weil es si
h um ein Maximierungs Problem handelt, gilt:

s

neu

�(n� �)

>

2�� 1

2�

2�(�n� n + s

alt

) � 2�s

neu

> 2�

2

n� 2�

2

�� �n+ ��

2�s

alt

> �n� ��(2�� 1)

s

alt

n

>

1

2

� �

2�� 1

n

Da � beliebig klein werden kann, erh

�

alt man f

�

ur MAX-E3-LIN2 eine L

�

osung, bei der mehr

als n=2 Glei
hungen erf

�

ullt sind. Damit wei� man aber, da� es si
h um keine Instanz han-

deln kann, bei der nur n=2 Glei
hungen erf

�

ullbar sind; damit kann man ein NP-s
hweres

Problem l

�

osen, und das ist ein Widerspru
h zu NP 6= P .

Wie man sieht, ist es ents
heidend, Gadgets zu �nden, die ein m

�

ogli
hst kleines � haben.

Gl

�

u
kli
herweise wurde entde
kt [36℄, wie man (beweisbar) optimale Gadgets mit Hilfe

von Linearer Programmierung konstruieren kann.

Leider funktioniert dieser Ansatz nur bei Problemen aus MAX F , bei denen dur
h eine

lokale Ersetzung { wie sie dur
h ein Gadget bes
hrieben wird { die Konstruktion einer

Reduktion m

�

ogli
h ist.

Hat man Probleme, bei denen au
h globale Bedingungen erf

�

ullt sein m

�

ussen oder bei denen

andere, ni
ht dur
h Constraints bes
hreibbare Eins
hr

�

ankungen gelten, dann gestaltet si
h

die Su
he na
h einer guten Reduktion immer no
h s
hwierig.

Eine bestimmte Art von sol
hen Problemen wird im weiteren bespro
hen.
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4 Expander und randomisierte Reduktionen

Besondere S
hwierigkeiten entstehen, wenn man die Ni
ht-Approximierbarkeit von Pro-

blemen aus Max F beweisen will, bei denen die Anzahl der Vorkommen einer Variablen

bes
hr

�

ankt sind.

Die g

�

angigen Beweise benutzen eine Reduktion des unbes
hr

�

ankten Problems auf die

bes
hr

�

ankte Variante. Die Reduktion bildet eine Variable X im unbes
hr

�

ankten Fall auf

mehrere Variablen im bes
hr

�

ankten Fall ab; eine Variable, die n-mal vorkommt wird auf n

Variablen X

1

, ..., X

n

abgebildet. Jede der X

i

Variablen ist nur no
h an einem Constraint

im urspr

�

ungli
hen Problem beteiligt.

Damit eine Belegung der X

i

Variablen in eine Belegung f

�

ur das urspr

�

ungli
he Problem

transformiert werden kann, mu� si
hergestellt werden, da� alle X

i

Variablen die glei
he

Belegung haben.

F

�

ur den Beweis, da� der bes
hr

�

ankte Fall ebenso wie der unbes
hr

�

ankte Fall NP-

vollst

�

andig ist { wenn es um die Frage der Erf

�

ullbarkeit geht { gen

�

ugt es, n�1 zus

�

atzli
he

Bedingungen einzuf

�

uhren, n

�

amli
h X

1

= X

2

, ..., X

n�1

= X

n

; dadur
h wird si
hergestellt,

da� alleX

i

den glei
hen Wert haben. Als Graph kann man das wie in Abbildung 2 darstel-

len; jeder Knoten entspri
ht einer Variablen und jede Kante einer Glei
hheitsbedingung.

X X

X

X

2 3

4

5

1X

Abbildung 2: Vier Glei
hheitsbedingungen bei 5 Variablen

Wenn man allerdings ein Maximierungs-Problem betra
htet, dann ist die Einf

�

uhrung die-

ser Bedingungen ni
ht ausrei
hend, denn eventuell kann man die Anzahl der erf

�

ullten

Bedingungen maximieren, indem man nur wenige der Glei
hheitsbedingungen bri
ht und

dadur
h viele andere Bedingungen erf

�

ullt. Das bedeutet glei
hzeitig, da� eine Umbele-

gung der Variablen in eine g

�

ultige Belegung (d.h. alle X

i

bekommen den glei
hen Wert)

die Anzahl der erf

�

ullten Bedingungen verringert und deshalb dur
h Umbelegung keine

g

�

ultige AP-Reduktion mehr m

�

ogli
h ist.

Um die gew

�

uns
hte Glei
hheit der X

i

zu erzwingen, mu� man zus

�

atzli
he Glei
hheits-

bedingungen einf

�

uhren, die bewirken, da� eine optimale Belegung immer alle X

i

auf den

glei
hen Wert setzt. Man k

�

onnte zum Beispiel als Bedingungen X

i

= X

j

; i 6= j verwenden,
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also einen vollst

�

andigen Graph. Leider ist dann die Anzahl der Vorkommen einer Varia-

blen ni
ht mehr bes
hr

�

ankt, und zus

�

atzli
h ist au
h no
h die Anzahl der Bedingungen

im bes
hr

�

ankten Fall ni
ht mehr linear abh

�

angig von der Anzahl der Bedingungen im

unbes
hr

�

ankten Fall.

4.1 Expander Graphen

Was gebrau
ht wird ist ein d-regul

�

arer Graph (V;E), der folgende Eigens
haft hat:

De�nition: Expander Graph

Es sei S � V und Cut(S) die Anzahl der Kanten, die S mit V n S verbinden; eine

dieser Kanten wird Cut-Kante genannt. Dann mu� f

�

ur jedes S mit jSj � jV j=2 gelten

Cut(S) > jSj.

Graphen mit dieser Eigens
haft werden in der Literatur oft als Expander bezei
hnet.

Meistens wird allerdings ni
ht die Anzahl Cut-Kanten betra
htet, sondern die Gr

�

o�e der

Na
hbars
haft von S; d.h. die Knoten, die ni
ht zu S geh

�

oren, aber dur
h eine Kante mit

S verbunden sind.

Benutzt man die Kanten eines sol
hen Expanders als Glei
hheitsbedingungen, dann kann

man jede Belegung der X

i

in eine Belegung verwandeln, bei der alle X

i

den glei
hen

Wert haben, ohne die Anzahl der erf

�

ullten Bedingungen zu verringern; es werden ein-

fa
h alle X

i

auf den Wert gesetzt, den die Mehrzahl der X

i

besitzt. Werden m Variablen

umbelegt, dann werden dur
h die Expandereigens
haft au
h mindestens m Glei
hheitsbe-

dingungen zus

�

atzli
h erf

�

ullt. Da jedes X

i

aber an nur einer Bedingung des urspr

�

ungli
hen

Problems beteiligt ist, werden nie mehr als m Bedingungen zus

�

atzli
h gebro
hen, die

Anzahl der erf

�

ullten Bedingungen kann also nur steigen. Daraus folgt, da� bei jeder op-

timalen Belegung alle X

i

den glei
hen Wert haben. Dur
h die d-Regularit

�

at des Graphen

ist au�erdem si
hergestellt, da� jedes X

i

an genau d + 1 Bedingungen beteiligt ist und

da� es im bes
hr

�

ankten Fall ni
ht mehr als (1 + d=2) mal so viele Bedingungen gibt wie

im unbes
hr

�

ankten Fall.

4.2 Reduktionen mit randomisierten Expandern

Leider ist bis jetzt die deterministis
he Konstruktion von Expandern extrem s
hwer, be-

sonders wenn d klein ist. Das Hauptproblem besteht darin zu beweisen, da� ein determini-

stis
h erzeugter Graph wirkli
h ein Expander ist. Meistens wird dazu der zweite Eigenwert

des Graphen betra
htet. Dieser Wert steht in enger Verbindung zu den Expandereigen-

s
haften des Graphen [3, 2℄. Die bisher besten Konstruktionen versu
hen diesen Wert zu

maximieren [32, 33℄. Eine rekursive Konstruktion, die ohne den zweiten Eigenwert des

Graphen auskommt, wird von Ajtai bes
hrieben [1℄.
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Interessanterweise l

�

a�t si
h zeigen, da� ein zuf

�

allig erzeugter d-regul

�

arer Graph mit hoher

Wahrs
heinli
hkeit Expandereigens
haften besitzt. Diese Tatsa
he l

�

a�t si
h ausnutzen um

randomisierte Reduktionen zu konstruieren.

Es ist no
h die Frage zu kl

�

aren, wie ho
h die Wahrs
heinli
hkeit sein mu�, da� ein zuf

�

allig

erzeugter d-regul

�

arer Graph ein Expander ist.

Es sei n die Anzahl der Expander die gebrau
ht wird (das entspri
ht der Anzahl der

Variablen im urspr

�

ungli
hen Problem). Es sei p die Wahrs
heinli
hkeit, da� ein zuf

�

allig

erzeugter d-regul

�

arer Graph kein Expander ist. F

�

ur Die Wahrs
heinli
hkeit, da� alle n

Graphen Expander sind, ergibt si
h (mit Hilfe der Bernoullis
hen Unglei
hung):

(1� p)

n

� 1� np

Damit die Reduktion korrekt ist, mu� diese Wahrs
heinli
hkeit gr

�

o�er 1=2 sein. Daraus

folgt:

1� np �

1

2

1

2n

� p

Das hei�t, die Wahrs
heinli
hkeit p, da� ein Graph kein Expander ist, mu� mindestens

mit O(1=n) gegen Null gehen, damit die Reduktion korrekt ist.

4.3 Konstruktion von randomisierten Expander

Als n

�

a
hstes soll untersu
ht werden, wie gro� d bei einem zuf

�

allig erzeugten d-regul

�

aren

Graphen sein mu�, damit er mit der gew

�

uns
hten Wahrs
heinli
hkeit ein Expander ist.

Bollobas hat diese Fragestellung untersu
ht [15℄. Dabei liegt folgende Idee zugrunde: Um

einen d-regul

�

aren Graphen mit n Knoten zu erzeugen, wird ein Graph mit dn Knoten

benutzt, d.h. jeder der n Knoten wird auf d Knoten aufgeblasen. Auf die dn Knoten wird

zuf

�

allig ein Mat
hing gelegt, das bei Bollobas als Kon�guration bezei
hnet wird. Dana
h

wird der Graph wieder kontraktiert, so da� man die gew

�

uns
hten n Knoten hat. Bei

der Kontraktion kann nat

�

urli
h ein Graph entstehen, der S
hleifen oder doppelte Kanten

enth

�

alt. Bollobas [14℄ war allerdings in der Lage zu zeigen, da� die Wahrs
heinli
hkeit,

da� es si
h na
h der Kontraktion um einen g

�

ultigen Graphen handelt, gr

�

o�er als Null ist,

selbst wenn n gegen unendli
h geht.

Wegen dieser Tatsa
he gen

�

ugt es, die Wahrs
heinli
hkeit zu bere
hnen, mit der eine Kon-

�guration die gew

�

uns
hte Expandereigens
haft ni
ht besitzt. F

�

ur die Abs
h

�

atzung dieser

Wahrs
heinli
hkeit werden ein paar mathematis
he Hilfsmittel ben

�

otigt, die im folgenden

n

�

aher erl

�

autert werden.
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4.4 Mathematis
he Hilfsmittel

Als erstes brau
ht man die Anzahl der perfekten Mat
hings M(n), die auf n Knoten

geworfen werden k

�

onnen. F

�

ur gerade n ergibt si
h:

M(n) =

n!

�

n

2

�

!2

n

2

Beweis dur
h Induktion:

� F

�

ur n = 2 gilt die Formel, wie man lei
ht na
hre
hnen kann.

� Nehmen wir an, es gibt n Knoten und man w

�

ahlt si
h einen Knoten aus.

� Diesen Knoten kann man mit n� 1 vers
hiedenen Knoten verbinden.

� Auf die

�

ubrigen n � 2 Knoten kann man ein Mat
hing auf M(n � 2) vers
hiedene

Arten werfen.

� Daraus folgt:

(n� 1)M(n� 2) =

(n� 1)(n� 2)!

�

n�2

2

�

!2

n�2

2

=

(n� 1)!

�

n

2

� 1

�

!2

n

2

�1

=

n

2

n!2

n

�

n

2

�

!2

n

2

=M(n)

F

�

ur die kombinatoris
hen Bere
hnungen brau
ht man au�erdem Abs
h

�

atzungen, die nur

die exponentiellen Anteile ber

�

u
ksi
htigt. Die Abs
h

�

atzungen beruhen auf der Stirling-

s
hen Formel:

n! =

p

2�n

�

n

e

�

n

O

�

1 +

12

n

�

Wenn man die Formel in eine e-Funktion umwandelt, bekommt man:

n = e

n lnn�n+O(lnn)

Der Fehlerterm O(lnn) kann bei gro�en n verna
hl

�

assigt werden; er liefert nur einen loga-

rithmis
hen Beitrag, der aber f

�

ur n!1 von den anderen Summanden v

�

ollig

�

uberlagert

wird.

F

�

ur M(n) ergibt si
h:

M(n) =

n!

n

2

!2

n

2

= e

T+O(lnn)

T = n lnn� n +

n

2

�

n

2

ln

n

2

�

n

2

ln 2 = n lnn�

n

2

�

n

2

lnn�

n

2

ln

1

2

+

n

2

ln

1

2

=

n

2

lnn�

n

2
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F

�

ur BinomialkoeÆzienten ergibt si
h:

 

n

k

!

=

n!

k!(n� k!)

= e

T+O(lnn)

T = n lnn� n + k � k ln k + (n� k)� (n� k) ln(n� k)

= n lnn� k ln k � (n� k) ln(n� k)

Diese Formeln helfen no
h ni
hts, wenn man wissen will, was f

�

ur den Fall n!1 passiert.

Dazu benutzt man folgende Darstellung:

 

�n

�n

!

= e

T+O(lnn)

T = �n ln�n� �n ln�n� (�� �)n ln([�� �℄n)

Jetzt zerlegt man T in Anteile, die n lnn und n als Faktoren enthalten und erh

�

alt:

T = n lnn(�� � � (�� �)) + n(� ln�� � ln� � (�� �) ln(�� �)

= n[� ln�� � ln� � (�� �) ln(�� �)℄

Das hei�t, da� si
h bei vorgegebenen � und � der BinomialkoeÆzient f

�

ur gro�e n wie eine

e-Funktion der Form e

kn

verh

�

alt, wobei k nur von � und � abh

�

angt.

Zus

�

atzli
h wird no
h eine Abs
h

�

atzung f

�

ur folgenden Ausdru
k ben

�

otigt:

(�n)!

M(�n� �n)M(dn� �n� �n)

M(dn)

= e

T+O(lnn)

T = �n ln�n� �n+

�n� �n

2

ln(�n� �n)�

�n� �n

2

+

dn� �n� �n

2

ln(dn� �n� �n)�

dn� �n� �n

2

+

dn

2

�

dn

2

ln dn

= n lnn

"

� +

�

2

�

�

2

+

d

2

�

�

2

�

�

2

�

d

2

#

+ n

"

� ln�+

� � �

2

ln(� � �) +

d� � � �

2

ln(d� � � �)�

d

2

ln d

#

= n

"

� ln�+

� � �

2

ln(� � �) +

d� � � �

2

ln(d� � � �)�

d

2

ln d

#
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4.5 6-regul

�

are Expander

Jetzt soll mit Hilfe der oben ausgearbeiteten Formeln gezeigt werden, da� ein 6-regul

�

arer

zuf

�

allig erzeugter Graph mit hoher Wahrs
heinli
hkeit ein Expander ist. Dazu wird wieder

das Modell von Bollobas verwendet.

Nehmen wir an, da� eine Menge mit s Knoten in einem Graphen mit n Knoten ausgew

�

ahlt

ist. Die Wahrs
heinli
hkeit, da� diese Menge genau i Cut-Kanten hat, ist:

P (s; i) =

 

ds

i

! 

dn� ds

i

!

i!

M(ds� i)M(dn� ds� i)

M(dn)

=

(ds)!

i!

(dn� ds)!

�

ds�i

2

�

!

2

i

�

dn�ds�i

2

�

!

�

dn

2

�

(dn)!

Begr

�

undung:

Dur
h die s ausgew

�

ahlten Knoten im Graphen werden ds Knoten in der Kon�gurati-

on ausgew

�

ahlt; dn � ds Knoten sind unausgew

�

ahlt. Es m

�

ussen jeweils i Endpunkte f

�

ur

die Cut-Kanten in den ausgew

�

ahlten und unausgew

�

ahlten Knoten bestimmt werden. Die

Endpunkte kann man auf i! Arten verbinden. Auf die restli
hen ds� i ausgew

�

ahlten Kno-

ten und auf die restli
hen dn� ds� i unausgew

�

ahlten Knoten mu� jeweils ein Mat
hing

geworfen werden. Insgesamt gibt es M(dn) M

�

ogli
hkeiten ein Mat
hing zu werfen.

Nennen wir eine Menge, die weniger Cut-Kanten als Knoten hat

"

Bad-Set\. Die Wahr-

s
heinli
hkeit, da� eine fest ausgew

�

ahlte Menge mit s Knoten ein Bad-Set ist, ergibt si
h

als:

P (s) =

s�1

X

i=0

P (s; i)

P (s; i) steigt mit i monoton an, denn f

�

ur i � s � n=2 und d � 3 gilt:

P (s; i)

P (s; i� 2)

=

�

ds�i

2

+ 1

� �

dn�ds�i

2

+ 1

�

2

2

i(i� 1)

=

(ds� i+ 2)(dn� ds� i+ 2)

i(i� 1)

�

(ds� s+ 2)(dn� ds� s+ 2)

s(s� 1)

> 1

Daraus folgt:

P (s) =

s�1

X

i=0

P (s; i) � sP (s; s)

Die Wahrs
heinli
hkeit, da� ein Bad-Set mit s Knoten existiert ergibt si
h deshalb als:

H(s) =

 

n

s

!

s P (s; s)
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�

are Expander

Die Wahrs
heinli
hkeit, da�

�

uberhaupt ein Bad-Set existiert und somit der Graph ni
ht

die gew

�

uns
hten Expandereigens
haften hat, ist:

H =

n=2

X

s=1

H(s) �

n

2

max

�

H(s) : 1 � s �

n

2

�

Damit der zuf

�

allig erzeugte d-regul

�

are Graph f

�

ur eine randomisierte Reduktion geeignet

ist, mu� also das Maximum im obigen Ausdru
k s
hneller als O(1=n

2

) gegen Null gehen.

Um das Maximum abzus
h

�

atzen, setzt man s = �n. d.h. man mu� das Maximum des

Ausdru
ks

H(�n) =

 

n

�n

!

�n

 

d�n

�n

! 

(d� d�)n

�n

!

(�n)!

M((d�� �)n)M((d� d�� �)n)

M(dn)

= e

n�F (�;d)+O(lnn)

bestimmen. Der Faktor �n geht im Exponenten mit O(lnn) ein; f

�

ur den Rest benutzt

man die oben ausgearbeiteten Formeln und erh

�

alt:

F (�; d) = + 1 ln 1� � ln�� (1� �) ln(1� �)

+ (d�) ln(d�)� � ln�� (d�� �) ln(d�� �)

+ (d� d�) ln(d� d�)� � ln�� (d� d�� �) ln(d� d�� �)

+ � ln� + 0:5(d�� �) ln(d�� �)

+ 0:5(d� d�� �) ln(d� d�� �)� 0:5d lnd

Die Funktion F (�; 6) sieht wie in Abbildung 3 gezeigt aus, wobei F (0:5; 6) � �0:034

ist. Das bedeutet, die Wahrs
heinli
hkeit der Existenz eines Bad-Sets mit mehr als 0:01n

Knoten bei einem zuf

�

allig erzeugten 6-regul

�

aren Graphen geht mit mindestens O(e

�0:034n

)

gegen Null; das rei
ht f

�

ur eine randomisierte Reduktion lei
ht aus.

Was no
h untersu
ht werden mu�, ist der Rand, wenn �! 0 geht. S
hreibt man H(s) in

Fakult

�

aten und vereinfa
ht, ergibt si
h:

H(s) =

n!

s!(n� s)!

s � (ds)!

s!

(dn� ds)!

�

s

2

(d� 1)

�

!

2

s

�

dn

2

�

s

2

(d+ 1)

�

!

dn

2

!

(dn)!
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Abbildung 3: F (�; 6)

Jetzt kann man H(s)=H(s� 2) bere
hnen und erh

�

alt

H(s)

H(s� 2)

=

2

2

2

Y

i=1

(n� s+ i)

1

Y

i=0

(s� i)

1

Y

i=0

(s� i)

s

s� 2

2d�1

Y

i=0

(ds� i)

2d

Y

i=1

(dn� ds+ i)

d+1

Y

i=1

 

dn

2

�

s

2

(d+ 1) + i

!

d�2

Y

i=0

�

s

2

(d� 1)� i

�

Um den maximalen Wert abzus
h

�

atzen, nimmt man f

�

ur den Z

�

ahler die maximalen und f

�

ur

den Nenner die minimalen Faktoren; glei
hzeitig ersetzt man s dur
h �n und vereinfa
ht:

H(�n)

H(�n� 2)

�

(n� �n+ 2)

2

(�n� 1)

4

�n

(�n� 2)

(d�n)

2d

(dn� d�n+ 1)

2d

2

2

�

1

2

�

d+1

�

1

2

�

d�1

(dn� �n(d+ 1) + 2(d+ 1))

d+1

(�n(d� 1)� 2(d� 2))

d�1

n und dn werden ausgeklammert und gek

�

urzt:

H(�n)

H(�n� 2)

�

�

1� �+

2

n

�

2

�

4

�

1�

1

�n

�

4

�

�

�

1�

2

�n

�

�

2d

�

1� � +

1

dn

�

2d
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�

d� �(d+ 1) +

2

n

(d+ 1)

�

d+1

�

d�1

�

(d� 1)�

2(d�2)

�n

�

d�1

Da n� � 3 gilt:

H(�n)

H(�n� 2)

�

1

2

� 3

�

1�

1

3

�

4

�

d�3

(1� �)

2d

d

d+1

�

d� 1�

2

3

(d� 2)

�

d�1

=

243

16

�

d�3

(1� �)

2d

 

d

1

3

d+

1

3

!

d�1

d

2

Da wir den Rand betra
hten gilt � � 0:01. F

�

ur die Abs
h

�

atzung des Maximums werden

wieder im Z

�

ahler Maximal- und im Nenner Minimalwerte eingesetzt; f

�

ur d = 6 ergibt si
h:

H(�n)

H(�n� 2)

�

243

16

0:01

3

0:99

12

�

18

7

�

5

36 < 0:07 < 1

Das bedeutet, da� H(s) f

�

ur 0 � s � 0:01n monoton f

�

allt. F

�

ur eine obere S
hranke der

Wahrs
heinli
hkeit der Existenz eines kleinen Bad-Sets, gen

�

ugt es also die Wahrs
hein-

li
hkeit f

�

ur ein minimales Bad-Set zu bere
hnen.

Ein Bad-Set mu� f

�

ur d = 6 mindestens 7 Knoten enthalten, da eine beliebige Teilmenge

mit weniger als 7 Knoten in einem 6-regul

�

aren Graphen mindestens 6 Cut-Kanten hat

und damit kein Bad-Set sein kann.

Bere
hnet man die Wahrs
heinli
hkeit H(7) ergibt si
h:

H(7) = K �

 

n

7

! 

6n� 42

7

!

M(6n� 49)

M(6n)

= O(n

�10

)

Die Wahrs
heinli
hkeit f

�

ur die Existenz eines kleinen Bad-Set sinkt mit mindestens

O(n

�10

) und damit die Wahrs
heinli
hkeit der Existenz eines beliebigen Bad-Sets mit

O(n

�9

), denn wir m

�

ussen die maximale Wahrs
heinli
hkeit mit

n

2

multiplizieren, um die

Gesamtwahrs
heinli
hkeit zu erhalten.

4.6 Eine Reduktion von E2-LIN2 auf E2-LIN2-7OCC

An Hand eines Beispiels soll gezeigt werden, wie man das gerade Bewiesene verwendet,

um eine Reduktion zu bauen. Dazu soll E2-LIN2 auf die Variante des Problems reduziert

werden, bei dem jede Glei
hung genau 7 Variablen enth

�

alt.

Jede Variable in E2-LIN2 wird wie vorher erkl

�

art auf n Hilfsvariablen im E2-LIN2-7OCC

abgebildet, und die Hilfsvariablen werden mit Hilfe eines zuf

�

allig erzeugten 6-regul

�

aren
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Graphen verbunden. Um eine g

�

ultige L

�

osung f

�

ur das E2-LIN2 zu erhalten, wird wie oben

bes
hrieben verfahren.

Nehmen wir an, da� das E2-LIN2 m Glei
hungen hat. Nehmen wir weiterhin an, da�

es keine Glei
hungen der Form x + x = z gibt, da die Erf

�

ullung sol
her Glei
hungen

unabh

�

angig von der Belegung von x ist. An jeder der m Glei
hungen sind dann genau 2

Knoten aus 2 vers
hiedenen 6-regul

�

aren Graphen im E2-LIN2-70CC beteiligt.

In einem 6-regul

�

aren Graphen mit C Knoten gibt es genau 3C Glei
hungen; hinzu kommen

die Glei
hungen, die die 6-regul

�

aren Graphen untereinander verbinden und die aus dem

urspr

�

ungli
hen E2-LIN2 stammen. In dem transformierten E2-LIN2-7OCC gibt es also

2 � 3m +m = 7m Glei
hungen.

Wenn es im E2-LIN2 S erf

�

ullte Glei
hungen gibt, dann gibt es im E2-LIN2-7OCC na
h

der Umbelegung der 6-regul

�

aren Teilgraphen genau 6m+S erf

�

ullte Glei
hungen (weil alle

Glei
hungen in den 6-regul

�

aren Teilgraphen erf

�

ullt sind).

Laut H�astad [26℄ l

�

a�t si
h ein E2-LIN2 mit 16m Glei
hungen ni
ht besser als 12=11

approximieren. Daraus folgt, da� si
h ein E2-LIN2-7OCC mit 112m Glei
hungen ni
ht

besser als 108=107 approximieren l

�

a�t, falls die Reduktion korrekt ist.

Um das zu zeigen, mu� si
hergestellt sein, da� die Anzahl der Knoten in den 6-regul

�

aren

Graphen mit der Anzahl der Variablen (und damit mit der Anzahl der 6-regul

�

aren Teil-

graphen) im E2-LIN2 mitw

�

a
hst, damit die Wahrs
heinli
hkeit, da� ein 6-regul

�

arer Graph

kein Expander ist s
hneller als O(1=k) gegen Null geht (wobei k die Anzahl der Variablen

im E2-LIN2 ist).

Das wird dadur
h errei
ht, da� vor der Transformation die Glei
hungen im E2-LIN2 ver-

vielf

�

altigt werden: Nehmen wir an, da� das E2-LIN2 m Glei
hungen und k Variablen

hat; jede Glei
hung wird dann genau k mal aufges
hrieben, so da� ein E2-LIN2 mit km

Glei
hungen entsteht, bei dem allerdings jede Variable mindestens k-mal vorkommt.

Sind im ni
ht vervielf

�

altigten E2-LIN2 S Glei
hungen erf

�

ullt und im entspre
henden E2-

LIN2-7OCC 6m+S Glei
hungen, dann sind im vervielf

�

altigten Fall kS Glei
hungen erf

�

ullt

und im entspre
henden E2-LIN2-7OCC 6km+kS = k(6m+S) Glei
hungen. Daraus folgt,

da� si
h ein E2-LIN2-7OCCmit 112kmGlei
hungen ni
ht besser als 108k=107k = 108=107

approximieren l

�

a�t; die Approximierbarkeit hat si
h also ni
ht ge

�

andert. Allerdings ist

jetzt si
hergestellt, da� die Anzahl der Knoten pro 6-regul

�

arem Graphen gr

�

o�er als die

Anzahl der ben

�

otigten Expander ist. Daraus folgt, da� die Wahrs
heinli
hkeit, da� ein

6-regul

�

arer Teilgraph kein Expander ist, s
hneller als O(1=k) gegen Null geht (wobei k

die Anzahl der ben

�

otigten Expander ist) und damit ist die Reduktion korrekt.

4.7 E2-LIN2-3OCC

Nat

�

urli
h sind besonders die Extremf

�

alle eines Problems interessant. Es ist bekannt, da�

man f

�

ur ein E2-LIN2, in dem jede Variable ni
ht mehr als 2-mal vorkommt in polynomieller

Zeit eine optimale Belegung �ndet.
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�

andig randomisierte Konstruktion

Beweis:

Ein E2-LIN2 kann au
h als Graph aufgefa�t werden. Die Knoten des Graphen stellen

die Variablen dar und die Kanten die Glei
hungen. Nehmen wir an, jede Variable kommt

genau zweimal vor, und es gibt keine Glei
hungen der Form x+x = z (weil die Erf

�

ullbarkeit

dieser Glei
hungen unabh

�

angig von der Belegung von x ist).

In diesem Fall besteht der Graph aus einem oder mehreren Kreisen. Wir fangen an einem

beliebigen Knoten in einem beliebigen Kreis an und belegen die entspre
hende Variable

mit dem aktuellen Wert 1.

Wir gehen im Uhrzeigersinn zum n

�

a
hsten Knoten im Kreis; wird dabei eine Kante be-

nutzt, die f

�

ur eine Glei
hung der Form x + y = 1 steht, dann wird der Wert gewe
hselt

(von 1 auf 0 oder von 0 auf 1); steht die Kante f

�

ur eine Glei
hung der Form x + y = 0,

dann wird der aktuelle Wert beibehalten. So f

�

ahrt man fort, bis man wieder an der ersten

Variable angelangt ist, die im Kreis belegt wurde. Alle Kreise werden mit dieser Methode

abgearbeitet.

Kreise, die ein ungerade Anzahl von Kanten enthalten, die f

�

ur Glei
hungen der Form

x+ y = 1 stehen, enthalten immer genau eine unerf

�

ullte Glei
hung.

Mit dem bes
hriebenen Algorithmus erh

�

alt man eine optimale Belegung.

Erlaubt man au
h Variablen, die nur einmal vorkommen, dann enth

�

alt der Graph neben

Kreisen au
h Pfade. Die Glei
hungen in einem Pfad k

�

onnen immer alle erf

�

ullt werden,

wenn man an einem Ende anf

�

angt und sonst wie bei den Kreisen vorgeht.

Die Frage ist also, wie gut man E2-LIN2-3OCC approximieren kann. K

�

onnte man einen

2-regul

�

aren Expander bauen (s
hlie�li
h brau
ht man pro Knoten no
h eine Kante na
h

au�en), dann w

�

urde eine Reduktion von E2-LIN2 auf E2-LIN2-3OCC genauso wie auf

E2-LIN2-7OCC funktionieren.

Da man o�ensi
htli
h keinen 2-regul

�

aren Graphen mit den gew

�

uns
hten Expandereigen-

s
haften bauen kann, ist f

�

ur E2-LIN2-3OCC eine kompliziertere Konstruktion n

�

otig: Man

bildet wieder jede Variable des E2-LIN2 auf n Variablen im E2-LIN2-3OCC ab, wobei

n wieder die Anzahl der Vorkommen der Variable im E2-LIN2 ist; jede dieser Variablen

im E2-LIN2-3OCC ist also wieder an genau einer Glei
hung des urspr

�

ungli
hen E2-LIN2

beteiligt. Diese Variablen werden im weiteren Conta
ts genannt.

Es werden jetzt weitere, zus

�

atzli
he Variablen ben

�

otigt, um eine Verbindungsstruktur

zwis
hen den Variablen im E2-LIN2-3OCC zu erzeugen, die garantiert, da� man eine

Belegung im E2-LIN2-3OCC so ver

�

andern kann, da� man eine g

�

ultige Belegung f

�

ur das

E2-LIN2 erh

�

alt. Diese Variablen werden im weiteren Che
ker genannt.

4.8 Eine vollst

�

andig randomisierte Konstruktion

Zun

�

a
hst soll eine vollst

�

andig randomisierte Konstruktion analysiert werden.
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Da ein 3-regul

�

arer Graph ben

�

otigt wird, brau
ht jeder Conta
t no
h zwei zus

�

atzli
he

Kanten; die Che
ker sind bis jetzt an gar keiner Glei
hung beteiligt und deshalb brau
ht

man no
h drei Kanten pro Che
ker.

Die Verbindungsstruktur mu� garantieren, da� bei einer Umbelegung, die allen C Con-

ta
ts, die aus einer Variablen des E2-LIN2 entstanden sind, den glei
hen Wert zuweist,

mehr Glei
hungen erf

�

ullt als gebro
hen werden.

Nehmen wir an, da� wir zu den C Conta
ts no
h kC Che
ker hinzuf

�

ugen und die Kanten,

die die Conta
ts und Che
ker verbinden, v

�

ollig zuf

�

allig erzeugen. Die Frage ist, wie gro� k

sein mu�, damit ein Graph, der zuf

�

allig auf den (k+1)C Knoten erzeugt wird, mit hoher

Wahrs
heinli
hkeit die gew

�

uns
hte Eigens
haft besitzt; n

�

amli
h: Eine beliebige Teilmenge

mit s Knoten, die a � C=2 Conta
ts besitzt, mu� mindestens a Cut-Kanten haben.

Diese Frage kann wieder mit einer

�

ahnli
hen Vorgehensweise wie bei E2-LIN2-7OCC ana-

lysiert werden. Wir benutzen wieder die Konstruktion von Bollobas, d.h. wir weisen den

Conta
ts 2 und den Che
kern 3 Hilfsknoten zu (weil die Conta
ts no
h 2 und die Che
kers

no
h 3 Kanten ben

�

otigen). Nehmen wir an, wir haben eine vorgegebene Menge an Knoten,

die a Conta
ts und s Che
kers enth

�

alt. Die Wahrs
heinli
hkeit, da� die Menge genau i

Cut-Kanten hat, ist (siehe Abb. 4):

P (a; s; i) =

 

3s+ 2a

i

! 

(3k + 2)C � 3s� 2a

i

!

i!

M [3s + 2a� i℄M [(3k + 2)C � 3s� 2a� i℄

M [(3k + 2)C℄

Die Wahrs
heinli
hkeit steigt mit i an, also benutzen wir als Abs
h

�

atzung i = a, d.h. die

Wahrs
heinli
hkeit, da� eine feste Teilmenge mit a Conta
ts und s Che
kern ein Bad-Set

ergibt si
h als:

P (a; s) =

a�1

X

i=0

P (a; s; i) � aP (a; s; a)

Die Wahrs
heinli
hkeit mu� no
h mit der Anzahl der M

�

ogli
hkeiten, eine Menge mit a

Conta
ts und s Che
kern zu erzeugen, multipliziert werden. Man erh

�

alt:

P (9 Bad-Set) =

C=2

X

a=1

kC

X

s=0

max

( 

C

a

! 

kC

s

!

P (a; s)

)

Setzt man f

�

ur a = �C mit 0 � � � 0:5 und s = �kC mit 0 � � � 1, kann man diese

Wahrs
heinli
hkeit wieder als e

C�F (�;�;k)+O(lnn)

s
hreiben. Dabei ergeben si
h die h

�

o
hsten

Werte f

�

ur F bei � = 0:5. Solange k < 6 ist, gilt F (0:5; �; k) > 0; erst bei k = 6 gilt

F (0:5; �; 6) < 0 f

�

ur 0:34 � � � 0:66.
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�

andig randomisierte Konstruktion

2C 3kC

C kC

a aus C
ausgewählt

s aus kC
ausgewählt

Abbildung 4: Das Modell f

�

ur die zuf

�

allige Konstruktion

Das Problem ist, da� die vollst

�

andig randomisierte Konstruktion, bei einer ausgew

�

ahlten

Menge an Conta
ts in einem Bad-Set, ni
ht automatis
h eine Menge an ausgew

�

ahlten

Che
kern erzwingt.

Speziell der Fall, in dem keine Che
ker ausgew

�

ahlt sind, bereitet S
hwierigkeiten. Die

Wahrs
heinli
hkeit, da� es eine Menge mit 3 Conta
ts gibt (siehe Abb. 5), die weniger als

3 Cut-Kanten hat, geht n

�

amli
h mit diesem Bere
hnungsmodell gar ni
ht gegen Null.

Abbildung 5: Bad-Sets mit 3 Conta
ts

Um das zu sehen, wird die Wahrs
heinli
hkeit abges
h

�

atzt, da� es eine Kon�guration mit

einer Teilmenge aus 3 Conta
ts gibt, die gar keine Cut-Kante hat. Es sei d = (3k + 2):

 

C

3

!

P (3; 0; 0) = K �

 

C

3

!

M(dC � 6)

M(dC)

=

K � C!

3!(C � 3)!

(dC � 6)!

dC�6

2

!2

d
�6

2

dC

2

!2

dC

2

(dC)!

=

K � C(C � 1)(C � 2)

dC

2

(

dC

2

� 1)(

dC

2

� 2)2

3

3!dC(dC � 1)(dC � 2)(dC � 3)(dC � 4)(dC � 5)
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=

K � C(C � 1)(C � 2)(

d

2

)

3

2

3

C(C �

2

d

)(C �

4

d

)

6d

6

C(C �

1

d

)(C �

2

d

)(C �

3

d

)(C �

4

d

)(C �

5

d

)

=

K � C(C � 1)(C � 2)

6d

3

(C �

1

d

)(C �

3

d

)(C �

5

d

)

lim

C!1

 

C

3

!

P (3; 0; 0) =

K

6d

3

=

K

6(3k + 2)

3

Man z

�

ahlt bei dieser Abs
h

�

atzung nat

�

urli
h zuviel, da Kon�gurationen, in denen mehr

als zwei sol
her Bad-Sets existieren, mehrfa
h gez

�

ahlt werden; das

�

andert aber ni
hts an

dem eigentli
hen Problem.

Eine erfolgrei
he Konstruktion ist nur m

�

ogli
h, wenn es einem gelingt, die Anzahl der

Che
ker in einem Bad-Set an die Anzahl der Conta
ts zu koppeln. Eine Konstruktion die

das errei
ht, wird im folgenden bes
hrieben.
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5 Das Wheel

Piotr Berman und Marek Karpinksi [13℄ haben bes
hrieben, wie eine Reduktion von E2-

LIN2 auf E2-LIN2-3OCC mit 6 Che
kern pro Conta
t m

�

ogli
h ist. Sie nennen die Verbin-

dungsstruktur zwis
hen den Conta
ts und Che
kern Wheel; sie sieht wie in Abbildung 6

aus. Das Wheel besteht aus einem Kreis, auf dem die Conta
ts und Che
ker wie abgebil-

det regelm

�

a�ig verteilt sind und aus einem zuf

�

allig erzeugten perfekten Mat
hing zwis
hen

den Che
kern.

= Contact = Checker

Abbildung 6: Ein Wheel mit 6 Conta
ts und jeweils 6 Che
kern zwis
hen den Conta
ts

Damit die Reduktion korrekt ist, mu� jede beliebige Teilmenge mit a � C=2 Conta
ts und

s Che
kern mindestens a Cut-Kanten besitzen, wobei C die Anzahl der Conta
ts imWheel

bezei
hnet. Im Folgenden werden Teilmengen mit bestimmten Parametern betra
htet,

n

�

amli
h:

� a, die Anzahl der Conta
ts in der Teilmenge.

� s, die Anzahl der Che
ker in der Teilmenge.
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� f , die Anzahl der Fragmente der Teilmenge.

Mit einem

"

Fragment\ ist dabei eine zusammenh

�

angende Menge an ausgew

�

ahlten Knoten

auf dem Kreis des Wheels gemeint. Jedes Fragment hat mindestens 2 Cut-Kanten, n

�

amli
h

die beiden Kreis-Kanten, die am Rand des Fragmentes liegen (siehe Abb. 7).

0 0 1 1 1 1 1 1 11 1 0 0 0

1 Fragment mit 9 Knoten

Cut Kante Cut Kante

Abbildung 7: 1 Fragment auf dem Kreis im Wheel

5.1 Bad-Set Wahrs
heinli
hkeit f

�

ur ein feste Teilmenge

Nehmen wir an, wir haben eine feste Teilmenge an Knoten, die die Parameter a,s und f

hat. F

�

ur die Wahrs
heinli
hkeit, da� bei einer sol
hen Menge genau i Mat
hing-Kanten

Cut-Kanten sind (sol
he Kanten werden im weiteren Mat
hing-Cut-Kanten genannt),

ergibt si
h na
h Bollobas:

P (s; i) =

�

s

i

��

6C�s

i

�

i!M(s� i)M(6C � s� i)

M(6C)

Die Wahrs
heinli
hkeit, da� es si
h bei der Teilmenge um ein Bad-Set handelt, d.h. da�

sie weniger als a Cut-Kanten hat, ergibt si
h als Summe

�

uber die Anzahl der m

�

ogli
hen

Mat
hing-Cut-Kanten. Da die 2f Fragmentgrenzen der ausgew

�

ahlten Knoten bereits 2f

Cut-Kanten darstellen, darf man h

�

o
hstens no
h a�2f �1 Cut-Kanten zus

�

atzli
h haben;

da P (s; i) in Bezug auf i monoton steigt (siehe Kapitel 4.5), s
h

�

atzt man mit i = a� 2f

ab, d.h:

P (a; f; s) =

a�2f�1

X

i=0

P (s; i) � (a� 2f)P (s; a� 2f � 1) � (a� 2f)P (s; a� 2f)

5.2 Ein paar kombinatoris
he Erl

�

auterungen

Um die Wahrs
heinli
hkeit f

�

ur die Existenz eines Bad-Set mit festen a,f und s zu erhalten,

mu� wie in den vorangegangenen Analysen die Anzahl der Knotenmengen mit diesen
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Parametern gez

�

ahlt werden; deshalb werden zun

�

a
hst ein paar kombinatoris
he Formeln

erkl

�

art.

Will man eine Menge von n Kreisknoten in k Fragmente aufteilen, dann stellt man si
h

einfa
h vor, da� man k�1 Fragmentkanten auf die n�1 Zwis
henr

�

aume verteilt und erh

�

alt

�

n�1

k�1

�

(siehe Abb. 8). In diesem Fall enth

�

alt jedes Fragment mindestens einen Knoten; als

obere S
hranke kann man nat

�

urli
h au
h zur Vereinfa
hung

�

n

k

�

benutzen.

n-1 Zwischenräume

k-1 Fragmentgrenzen

Abbildung 8: n Knoten auf k Fragmente verteilen

Bilden die Knoten einen Kreis (wenn man z.B. alle Knoten des Wheels betra
htet), dann

gibt es

�

n

k

�

M

�

ogli
hkeiten, weil man k Fragmentgrenzen auf n m

�

ogli
he Zwis
henr

�

aume

verteilen mu�.

Will man n Knoten auf k Fragmente aufteilen und erlaubt dabei au
h leere Fragmen-

te, die gar keinen Knoten enthalten, dann erh

�

alt man

�

n+k�1

k�1

�

. Man kann si
h das so

vorstellen: Man brau
ht n + k � 1 Pl

�

atze, auf die man k � 1 Fragmentgrenzen verteilt;

die n

�

ubriggebliebenen Pl

�

atze werden als Knoten betra
htet. Dadur
h wird es m

�

ogli
h,

da� zwei Fragmentgrenzen direkt nebeneinander liegen, und deshalb kann man au
h leere

Fragmente erzeugen (Siehe Abb. 9).

Fragmentgrenzen

Abbildung 9: 5 Fragmente (2 leere) und 5 Knoten

Au
h hier kann man si
h die Knoten auf einem Kreis angeordnet vorstellen; in diesem

Fall hat man n+ k Pl

�

atze, auf die man k Fragmentgrenzen verteilt, und erh

�

alt

�

n+k

k

�

5.3 Anzahl der Teilmengen mit festen a,f und s

Beim Z

�

ahlen der Teilmengen kommt die ents
heidende Eigens
haft des Wheels zur Gel-

tung: die Anzahl der Che
ker ist an die Anzahl der Conta
ts gekoppelt.
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Nehmen wir an, ein Fragment enth

�

alt a

f

Conta
ts. Die Anzahl der Che
ker in dem Frag-

ment mu� dann zwis
hen 6(a

f

�1) und 6(a

f

+1) liegen. Summiert man

�

uber alle Fragmente

auf, erh

�

alt man, da� eine Teilmenge, mit f Fragmenten und a Conta
ts, zwis
hen 6(a�f)

und 6(a+ f) Che
kern enthalten mu�.

F

�

ur die weiteren Abs
h

�

atzungen werden a,f und s wieder dur
h Anteile von C ausge-

dr

�

u
kt:

� a = �C mit 0:01 � � � 0:5

� f = ��C mit 0 � � � 0:5

� s = 
�6C mit (1� �) � 
 � (1 + �)

, �6C � ��6C � 
6C � �6C + ��6C

, 6(a� f) � s � 6(a+ f)

Zum Z

�

ahlen der Knotenmengen werden zwei vers
hiedene Methoden verwendet. Bei bei-

den Methoden ergibt si
h eine e-Funktion der Form e

C�Z(�;�;
)+O(lnn)

; es wird immer die

Methode gew

�

ahlt, die zu einem kleineren Exponenten f

�

uhrt.

Als erstes soll die kompliziertere Methode erl

�

autert werden: In einer Teilmenge gibt es,

wie vorher erl

�

autert, mindestens 6(a� f) Che
ker. Diese Minimalbelegungen ergibt si
h,

wenn man die Fragmentgrenzen genau an die Conta
ts legt. Zum Z

�

ahlen verteilt man erst

alle Conta
ts auf die 2f Fragmente (f ausgew

�

ahlte und f unausgew

�

ahlte Fragmente); da

man au
h Fragmente ohne Conta
ts haben kann, gibt es weniger als 2

�

C+2f

2f

�

vers
hiedene

M

�

ogli
hkeiten die Fragmentgrenzen zu verteilen. Die 2 kommt hinzu, weil man bei jeder

M

�

ogli
hkeit no
h festlegen mu�, wel
he Fragmente ausgew

�

ahlt sind und wel
he ni
ht. Es

werden trotzdem zu viele M

�

ogli
hkeiten gez

�

ahlt, weil man ni
ht mehr als 7 Fragment-

grenzen zwis
hen zwei Conta
ts legen darf, da jedes Fragment mindestens einen Knoten

enthalten mu� und es nur 6 Che
ker zwis
hen zwei Conta
ts gibt.

Wenn eine ausgew

�

ahlte Knotenmenge mehr als 6(a � f) Che
ker enth

�

alt, dann m

�

ussen

die d = s � 6(a � f) zus

�

atzli
hen Che
ker auf die Fragmentr

�

ander verteilt werden, d.h.

die R

�

ander m

�

ussen von den Conta
ts weg vers
hoben werden. Dazu werden die d Zusatz-

Che
ker auf 2f Fragmentr

�

ander verteilt; weil es au
h m

�

ogli
h ist, einen Fragmentrand

leer zu lassen, gibt es daf

�

ur weniger als

�

d+2f

2f

�

vers
hiedene M

�

ogli
hkeiten. (Man z

�

ahlt

hier zuviel, weil die Eins
hr

�

ankung, da� auf einen Fragmentrand ni
ht mehr als 6 Che
ker

verteilt werden k

�

onnen, ni
ht ber

�

u
ksi
htigt wird.)

Ein Sonderfall, der dabei genauer erl

�

autert werden mu�, sind Fragmente, die gar keinen

Conta
t enthalten. Sie werden bei der Abs
h

�

atzung des Minimums an Che
kern mit �6

gez

�

ahlt; man kann si
h das vorstellen, indem man bei einem sol
hen Fragment die beiden

R

�

ander

�

uber Kreuz an die bena
hbarten Conta
ts s
hiebt.

Bei der Verteilung der d Che
ker m

�

ussen die

�

uberkreuzten R

�

ander eines Conta
t-losen

Fragmentes zusammen um mindestens 7 Che
ker vers
hoben werden, damit

�

uberhaupt

ein g

�

ultiges Fragment entsteht (siehe Abbildung 10).
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+5

+4

d=0, -6 Checker

d=9, 3 Checker

Abbildung 10: Ein Conta
t-loses Fragment

Da bei der Abs
h

�

atzung der M

�

ogli
hkeiten mit

�

d+2f

d

�

diese Bes
hr

�

ankung ebenfalls ni
ht

ber

�

u
ksi
htigt wird, z

�

ahlt man wieder zuviel; es werden aber auf keinen Fall zu wenig

M

�

ogli
hkeiten ber

�

u
ksi
htigt, da jede g

�

ultige M

�

ogli
hkeit in der Abs
h

�

atzung enthalten

ist.

Die selbe Methode liefert eine zweite Abs
h

�

atzung, indem man die Maximalbelegungen

nimmt und Che
ker von den R

�

andern wegstrei
ht. Die Maximalbelegung entsteht, wenn

man die Minimalbelegung nimmt und an jeden Fragmentrand no
h 6 Che
ker hinzuf

�

ugt.

Es ergeben si
h genau die glei
hen Formeln, nur verteilt man jetzt d = 6(a + f) � s zu

entfernende Che
ker auf die R

�

ander.

Bei einem Conta
t-losen Fragment d

�

urfen hier von beiden R

�

andern zusammen ni
ht mehr

als 6 Che
ker entfernt werden, allerdings sind wie bei der ersten Abs
h

�

atzung alle g

�

ultigen

Belegungen enthalten, d.h. man z

�

ahlt ebenfalls nie zu wenig.

Die zweite Methode ist sehr viel einfa
her: Man hat im Wheel 7C Knoten, n

�

amli
h C

Conta
ts und 6C Che
ker. Man verteilt die Knoten auf 2f Fragmente, n

�

amli
h auf f

ausgew

�

ahlte und f unausgew

�

ahlte Fragmente. Daher ergeben si
h 2

�

7C

2f

�

M

�

ogli
hkeiten

die Fragmente auf das Wheel zu verteilen. Die Anzahl der Che
ker oder Conta
ts wird

bei dieser Methode ni
ht weiter ber

�

u
ksi
htigt.

5.4 Wahrs
heinli
hkeit f

�

ur a > 0:02C

Wenn man die Formeln no
h einmal zusammenfa�t ergibt si
h:

P (9 Bad-Set) =

C

2

X

a=1

a

2

X

f=1

6(a+f)

X

s=6(a�f)

A(a; f; s)P (a; f; s)

Wobei A(a; f; s) die Anzahl der Teilmengen bezei
hnet, die genau a Conta
ts, f Frag-

mente und s Che
ker besitzen; P (a; f; s) bezei
hnet die Wahrs
heinli
hkeit, da� eine feste

Teilmenge mit diesen Parametern ein Bad-Set ist.
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Um eine obere S
hranke f

�

ur diese Wahrs
heinli
hkeit zu bestimmen, wird nur das Maxi-

mum betra
htet, d.h.:

P (9 Bad-Set) �

C

2

C

4

3Cmax

8

>

<

>

:

A(a; f; s)P (a; f; s) :

1 � a �

C

2

1 � f �

a

2

6(a� f) � s � 6(a+ f)

9

>

=

>

;

A(a; f; s) wird wie oben ausgef

�

uhrt mit zwei vers
hiedenen Methoden bestimmt.

Dr

�

u
kt man a, f und s wie oben erkl

�

art dur
h �,� und 
 aus, erh

�

alt man eine Funktion,

die wieder die Form e

C�F (�;�;
)+O(lnC)

hat. Dabei ergibt die zweite Methode, die A(a; f; s)

mit

�

7C

2f

�

abs
h

�

atzt, die kleineren Werte im Exponenten, wenn s � 6a, d.h. wenn 
 � 1:0

ist. Die erste Methode liefert die besseren Werte am Rand, d.h. wenn s si
h 6(a� f) oder

6(a+ f) n

�

ahert.

Ist � � 0:02 ergibt si
h das Maximum bei � = 0:50, � = 0:38, 
 = 1:17 und betr

�

agt

F (0:5; 0:38; 1:17) � �0:0573. Diese Kombination aus �,� und 
, liegt genau an der Grenze

zwis
hen erster und zweiter Z

�

ahlweise.

5.5 Wahrs
heinli
hkeit f

�

ur a � 0:02C

Au
h hier mu� no
h bewiesen werden, da� die randomisierte Konstruktion au
h f

�

ur � �

0:02 funktioniert. Das soll - unter der Voraussetzung, da� a � 0:02C ist - in 4 S
hritten

bewiesen werden; Sei H(a; f; s) = A

0

(a; f; s)P (a; f; s):

� H(a; f; s� 2) � H(a; f; s)

� H(a; f + 1; s

min1

) � H(a; f; s

min2

), wenn f � a=4,

mit s

min1

= 6(a� f � 1) und s

min2

= 6(a� f)

� H(a� 2; f � 1; s

min1

) � H(a; f; s

min2

), wenn f > a=4,

mit s

min1

= 6(a� f � 1) und s

min2

= 6(a� f)

� H(4; 1; 18) = O(C

�7

) und H(3; 1; 12) = O(C

�5

)

Dazu verwenden wir eine modi�zierte Z

�

ahlweise A

0

(a; f; s): eine Teilmenge mit s Che
kern

kann auf h

�

o
hstens

�

6C

f

��

s

f

�

vers
hiedene Arten erzeugt werden. Dazu bestimmt man

erst die f Fragmentanf

�

ange und dann die f Fragmentl

�

angen; die Conta
ts werden dabei

dur
h eine Kante ersetzt; die ausgew

�

ahlten Conta
ts ergeben si
h aus den ausgew

�

ahlten

Che
kern. Eine Wahlm

�

ogli
hkeit bleibt nur, wenn die Conta
ts genau an einem Fragmen-

trand liegen. Die Belegung dieser Rand-Conta
ts

�

andert aber ni
hts an den ausgew

�

ahlten

Che
kern und deshalb kann man diese Variationsm

�

ogli
hkeit ignorieren.
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Ausges
hrieben lautet H(a; f; s):

H(a; f; s) =

 

6C

f

! 

s

f

!

(a� 2f)

 

s

a� 2f � 1

! 

6C � s

a� 2f � 1

!

(a� 2f � 1)!

M(s� a+ 2f + 1)M(6C � s� a+ 2f + 1)

M(6C)

S
hreibt man die Fakult

�

aten aus und k

�

urzt, ergibt si
h:

H(a; f; s) =

(6C)!

f !(6C � f)!)

s!

f !(s� f)!

(a� 2f)s!

(a� 2f � 1)!

(6C � s)!

�

s

2

�

a

2

+ f +

1

2

�

!

2

a�2f�1

�

3C �

s

2

�

a

2

+ f +

1

2

�

!

(3C)!

(6C)!

Um zu zeigen, da� H(a; f; s) in Bezug auf s monoton f

�

allt, wird

H(a;f;s)

H(a;f;s�2)

bere
hnet:

H(a; f; s)

H(a; f; s� 2)

=

s(s� 1)

(s� f)(s� f � 1)

s(s� 1)

�

3C �

s

2

�

a

2

+ f +

3

2

�

(6C � s+ 1)(6C � s+ 2)

�

s

2

�

a

2

+ f +

1

2

�

=

s(s� 1)

(s� f)(s� f � 1)

s(s� 1)(6C � s� (a� 2f � 1) + 2)

(6C � s+ 1)(6C � s+ 2)(s� (a� 2f � 1))

Die ben

�

otigten Abs
h

�

atzungen beruhen alle auf zwei Voraussetzung 6(a � f) � s � 2 <

s � 6(a+ f) und 1 � f < a=2 Daraus ergeben si
h folgende Unglei
hungen:

s

s� f

�

s� 1

s� f � 1

�

6(a� f)

6(a� f)� f

=

6

6�

f

a�f

<

6

5

s� 1

s� (a� 2f � 1)

�

s

s� (a� 2f � 1)

�

6(a� f)

6(a� f)� (a� f) + f + 1

=

6

5 +

f+1

a�f

�

6

5

s

6C � s+ 1

�

s

6C � s

�

9a

6C � 9a

�

9 � 0:02C

6C � 9 � 0:02C

< 0:031

Daraus folgt:

H(a; f; s)

H(a; f; s� 2)

<

�

6

5

�

3

� 0:031 < 1

Als n

�

a
hstes soll bewiesen werden da� H(a; f; s

min

) in Bezug auf f monoton steigt, f

�

ur

f � a=4. Dabei gilt s

min

= 6a� 6f :

H(a; f; s

min

) =

(6C)!

f !(6C � f)!

(6a� 6f)!

f !(6a� 7f)!

(a� 2f)(6a� 6f)!

(a� 2f � 1)!

(6C � 6a+ 6f)!

(2:5a� 2f + 0:5)!

2

a�2f

(3C � 3:5a+ 4f + 0:5)!

(3C)!

(6C)!
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Daraus folgt:

H(a; f + 1; s

min1

)

H(a; f; s

min2

)

=

6C � f

(f + 1)(f + 1)

6

Y

i=0

(6a� 7f � i)

5

Y

i=0

(6a� 6f � i)

(a� 2f � 2)

(a� 2f)

2

Y

i=1

(a� 2f � i)

5

Y

i=0

(6a� 6f � i)

6

Y

i=1

(6C � 6a+ 6f + i)

1

Y

i=0

(2:5a� 2f � i + 0:5)

2

2

4

Y

i=1

(3C � 3:5a+ 4f + i+ 0:5)

Aus 1 � f � a=4 und 5 � a � 0:02C folgt:

6a� 7f

6a� 6f

�

6(a� f)� f � 6

6(a� f)

=

6�

f+6

a�f

6

�

6�

1

3

�

24

3a

6

� 0:66

a� 2f � 2

a� 2f

�

1

3

a� 2f � 1

f + 1

�

a� 2f � 2

f + 1

�

1

2

�

2

a

1

4

+

1

a

�

2

9

2:5a� 2f � 0:5

6a� 6f

�

2:5a� 0:5

6a

�

1

3

6C � 6a+ 6f

3C � 3:5a+ 4f + 4:5

�

6C � 4:5a

3C � 2:5a+ 4:5

�

6C � 4:5 � 0:02C

3C � 2:5 � 0:02C + 4:5

� 2

6C � 6a+ 6f

6a� 6f

�

6C � 6a

6a

�

6C � 0:02C

0:12C

� 49

6C � f

6a� 6f

�

6C

6a

� 50

Daraus folgt, wenn f � a=4 und 5 � a � 0:02C:

H(a; f + 1; s

min1

)

H(a; f; s

min2

)

� (0:66)

7

1

3

�

2

9

�

2

�

1

3

�

2

2

4

� 49

2

� 50 �

1

4

> 1

Als n

�

a
hstes wird gezeigt, da� f

�

ur f > a=4 gilt, H(a� 2; f � 1; s

min1

) � H(a; f; s

min2

) :

H(a; f; s

min1

)

H(a� 2; f � 1; s

min2

)

=

6C + f + 1

ff

5

Y

i=0

(6a� 6f � i)

4

Y

i=0

(6a� 7f � i)

5

Y

i=0

(6a� 6f � i)

2

Y

i=0

(2:5a� 2f � i + 0:5)
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3

Y

i=1

(3C � 3:5a+ 4f + i+ 0:5)

6

Y

i=1

(6C � 6a+ 6f + i)

Die ben

�

otigten Abs
h

�

atzungen ergeben si
h aus f > a=4 und 5 � a � 0:02C und lauten:

6a� 6f

f

�

6a� 1:5a

0:25a

= 18

6a� 6f � 1

6a� 7f

�

6a� 6f � 5

6a� 7f � 4

= 1 +

f � 1

6a� 7f � 4

� 1 +

a� 2

5a� 8

� 1:2

6a� 6f � 1

2:5a� 2f + 0:5

�

6a� 6f � 3

2:5a� 2f � 1:5

=

12a� 12f � 6

5a� 4f � 3

�

9a� 6

4a� 3

� 2:3

6C + f + 1

6C � 6a+ 6f + 1

�

6C + f

6C � 6a+ 6f

�

C +

f

6

0:98C + f

� 1:021

3C � 3:5a+ 4f + 1:5

6C � 6a + 6f + 2

�

3C � 3:5a+ 4f + 3:5

6C � 6a+ 6f + 4

�

3C � 1:5a+ 3:5

6C � 3a+ 4

�

1

2

6a� 6f � 5

6C � 6a+ 6f + 6

�

6a� 6f � 4

6C � 6a+ 6f + 5

�

6a

6C � 6a

�

1

49

Daraus ergibt si
h unter den bes
hriebenen Voraussetzungen:

H(a; f; s

min1

)

H(a� 2; f � 1; s

min2

)

� 18

2

� (1:2)

5

� (2:3)

3

� 1:021 �

�

1

2

�

3

�

�

1

49

�

2

� 1

Aus dem bisher Bewiesenen l

�

a�t si
h folgendes ableiten: Wenn eine obere S
hranke f

�

ur die

Wahrs
heinli
hkeit gesu
ht ist, da� es ein Bad-Set mit den Parametern 3 � a � 0:02C,

f und s gibt, dann kann man die Parameter iterativ ver

�

andern, bis man entweder bei

H(3; 1; 12) oder H(4; 1; 12) angelangt ist, ohne dabei die Wahrs
heinli
hkeit zu verringern.

Zuerst setzt man s auf den minimal m

�

ogli
hen Wert. Ist f < a=4, dann erh

�

oht man

f so lange, bis man einen Wert f � a=4 errei
ht hat (s wird dabei an f angepa�t).

Gilt f � a=4 erniedrigt man a um zwei und f um eins (s wird dabei wieder angepa�t).

Bei jeder Ver

�

anderung der Parameter, steigt die Abs
h

�

atzung f

�

ur die Wahrs
heinli
hkeit

eines Bad-Sets, wie gerade bewiesen wurde. Man ver

�

andert die Parameter so lange, bis

man entweder a = 4; f = 1; s = 18 oder a = 3; f = 1; s = 12 errei
ht. Diese beiden

Parameters

�

atze stellen also eine obere S
hranke f

�

ur die Wahrs
heinli
hkeit dar.

Um eine obere S
hranke f

�

ur alle Parameterm

�

ogli
hkeiten mit 3 � a � 0:02C zu erhalten,

gen

�

ugt es also diese beiden Randf

�

alle n

�

aher zu betra
hten.

Benutzt man die Formel f

�

ur H(a; f; s) in Fakult

�

aten ergibt si
h:

H(4; 1; 18) = O(C � C

�18

� C

1

0) = O(C

�7

)
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H(3; 1; 12) = O(C � C

�12

� C

6

) = O(C

�5

)

Auf jeden Fall mu� die Wahrs
heinli
hkeit f

�

ur H(3; 1; 12) no
h mit C

3

multipliziert wer-

den, damit man die Gesamt-Wahrs
heinli
hkeit f

�

ur alle m

�

ogli
hen Kombinationen an Pa-

rametern 3 � a � 0:02C,f und s erh

�

alt.

Die Gesamt-Wahrs
heinli
hkeit liegt daher bei O(1=C

2

); das rei
ht f

�

ur eine randomisierte

Konstruktion aus.

5.6 Das Ergebnis f

�

ur 6 Che
ker pro Conta
t

Es erhebt si
h nun die Frage, was f

�

ur eine untere S
hranke f

�

ur die Approximierbarkeit

von E2-LIN2-3OCC dur
h das Wheel bewiesen werden kann.

Dazu gehen wir wie bei E2-LIN2-7OCC vor: Nehmen wir wieder an, da� das unbes
hr

�

ankte

E2-LIN2 keine Glei
hungen der Form x+x = z enth

�

alt, da die Erf

�

ullung sol
her Glei
hun-

gen unabh

�

angig von der Belegung von x ist. Nehmen wir weiter an, da� es im E2-LIN2

n Glei
hungen gibt. An jeder Glei
hung sind dann genau 2 Variablen, und deshalb sind

au
h genau 2 Conta
ts aus 2 vers
hiedenen Wheels im E2-LIN2-3OCC beteiligt.

In einem Wheel mit C Conta
ts gibt es (bei 6 Che
kern pro Conta
t) genau 10C Glei-


hungen; hinzu kommen die Glei
hungen der Conta
ts, die das Wheel mit dem Rest des

Graphen verbinden und die den Glei
hungen im unbes
hr

�

ankten E2-LIN2 entspre
hen.

Insgesamt mu� es 2n Conta
ts geben. Da jeder Conta
t 10 zus

�

atzli
he Wheel-Glei
hungen

erzeugt, gibt es also im E2-LIN2-3OCC 10 � 2n+ n = 21n Glei
hungen.

Wenn es im E2-LIN2 S erf

�

ullte Glei
hungen gibt, dann gibt es im E2-LIN2-3OCC na
h

der Umbelegung der Wheels genau 20n + S erf

�

ullte Glei
hungen (weil alle Glei
hungen

im Wheel erf

�

ullt sind).

Laut Hastad l

�

a�t si
h ein E2-LIN2 mit 16n Glei
hungen ni
ht besser als 12=11 approxi-

mieren. Daraus folgt, da� si
h ein E2-LIN2-3OCC mit 21 � 16n = 336n Glei
hungen ni
ht

besser als (320n+ 12n)=(320n+ 11n) = 332=331 approximieren l

�

a�t.

Um die Anzahl der Conta
ts pro Wheel mit der Anzahl der Wheels insgesamt steigen

zu lassen, benutzt man das glei
he Vorgehen wie bei E2-LIN2-7OCC, d.h. man verviel-

fa
ht die Glei
hungen des E2-LIN2. Wie bereits vorher gezeigt,

�

andert das ni
hts an der

S
hranke, und man erh

�

alt dadur
h eine korrekte, randomisierte Reduktion.

5.7 Verbesserungsversu
he

Es ist nun die Frage, ob die randomisierte Konstruktion

�

uber das Wheel au
h funktioniert,

wenn man das Wheel ni
ht mit 6 Che
kern pro Conta
t konstruiert, sondern mit nur 5

Che
kern pro Conta
t.
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K

�

onnte man zeigen, da� ein Wheel mit 5 Che
kern pro Conta
t immer no
h eine korrekte,

randomisierte Konstruktion liefert, w

�

urde si
h die vorher bere
hnete untere S
hranke

sofort verbessern: In einemWheel mitC Conta
ts gibt es dann nur no
h 8:5C Glei
hungen,

was bedeutet, da� die Anzahl der Conta
ts immer gerade sein mu�.

Wenn das E2-LIN2 n Glei
hungen besitzt, dann hat das E2-LIN2-3OCC nur no
h 18n

Glei
hungen (ni
ht mehr 21n). Die untere S
hranke w

�

urde si
h damit auf 284=283 ver-

bessern.

Leider l

�

a�t si
h lei
ht

�

uberpr

�

ufen, da� mit den bisher benutzten Formeln ein Beweis f

�

ur

5 Che
ker ni
ht m

�

ogli
h ist. Um eine Verbesserung zu erzielen, m

�

ussen also die Z

�

ahlme-

thoden verbessert werden.

5.7.1 Verbesserung von P (a; f; s)

Zum Verst

�

andnis der folgenden Verbesserungen mu� man si
h klar ma
hen, was man

eigentli
h z

�

ahlen will, n

�

amli
h die Anzahl der Mat
hings, bei denen es mindestens 1 Bad-

Set gibt.

Wenn man bei der Formel A(a; f; s) �P (a; f; s) den Nenner 1=M(5C) (bei 5 Che
kern pro

Conta
t) ausklammert, dann bleibt genau die Abs
h

�

atzung f

�

ur die Anzahl an Mat
hings

mit mindestens einem Bad-Set

�

ubrig. Diese Abs
h

�

atzung basiert darauf, da� man alle

Mat
hings erfa�t, die eine vorgegebene Teilmenge mit Parametern a,f und s zu einem

Bad-Set ma
hen.

Tats

�

a
hli
h wird dadur
h ein Mat
hing, das k Bad-Sets enth

�

alt, bei den bisherigen For-

meln au
h si
her k mal gez

�

ahlt. Jedes der Bad-Sets entspri
ht n

�

amli
h einer anderen

Teilmenge an Che
kern, und die bisherige Abs
h

�

atzung z

�

ahlt das Mat
hing f

�

ur jede dieser

Teilmengen mit.

Hat man zwei Teilmengen, die beide bei einem bestimmten Mat
hing zu Bad-Sets werden,

dann rei
ht es aus, dieses Mat
hing nur einmal zu z

�

ahlen.

Eine erste Verbesserung ergibt si
h daraus wie folgt: Nehmen wir an, da� bei einer Teil-

menge von Che
kern und Conta
ts, ein Che
ker an dem Rand eines ausgew

�

ahlten Frag-

ments liegt. Wenn wir dann ein Mat
hing betra
hten, bei dem die Teilmenge ein Bad-Set

wird und bei dem die Mat
hing-Kante des Che
kers eine Cut-Kante ist, dann wird dieses

Mat
hing mindestens zweimal gez

�

ahlt. L

�

a�t man n

�

amli
h den Che
ker samt Cut-Kante

weg, dann erh

�

alt man eine neue Teilmenge, die das Mat
hing ebenfalls mitz

�

ahlt, weil

dur
h Weglassen des Che
kers nur eine Cut-Kante weniger vorhanden ist, d.h. da� die

neue Teilmenge erst re
ht ein Bad-Set ist.

Liegt vor dem Che
ker no
h ein Conta
t, dann mu� die Anordnung au
h ohne Conta
t

und Che
ker ein Bad-Set sein, da man dur
h Entfernen von Conta
t und Che
ker die

Di�erenz zwis
hen Conta
ts und Cut-Kanten ni
ht

�

andert, d.h. da� man wieder eine neue

Teilmenge erh

�

alt, die das Mat
hing s
hon mitz

�

ahlt. Diese beiden Folgerungen sind in

Abbildung 11 illustriert.
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Abbildung 11: Zwei Mat
hings, die zweimal gez

�

ahlt werden

Diese Folgerung beein
u�t die Formel f

�

ur P (a; f; s); anstatt

�

s

i

�

zu benutzen { was der An-

zahl der M

�

ogli
hkeiten, Cut-Kanten auf die ausgew

�

ahlten Che
ker zu verteilen, entspri
ht

{ rei
ht es au
h, mit

�

s�2f

i

�

zu z

�

ahlen. Ein Mat
hing, bei dem ein Che
ker an einem Frag-

mentrand eine Mat
hing-Kante als Cut-Kante hat, ist n

�

amli
h bereits von einer kleineren

Teilmenge gez

�

ahlt worden.

5.7.2 Eine neue Formel f

�

ur P (a; f; s)

Die Idee, mit der man

�

s

i

�

auf

�

s�2f

i

�

verbessert, l

�

a�t si
h no
h erweitern: Werden in einer

ausgew

�

ahlten Menge an Che
kern zwei Endknoten f

�

ur zwei Cut-Kanten nebeneinander

gelegt, so ist das Mat
hing ebenfalls s
hon von einer kleineren Teilmenge mit einem Frag-

ment mehr gez

�

ahlt worden (siehe Abbildung 12). Diese Teilmenge mu� bei dem glei
hen

Mat
hing ebenfalls ein Bad-Set sein, da si
h die Anzahl der Cut-Kanten und Conta
ts

ni
ht ge

�

andert hat.

Contact Checker Cut-Kante

Abbildung 12: Zwei nebeneinander liegende Cut-Kanten

Diese Vorgehensweise funktioniert nur, wenn zwis
hen den beiden Che
kern kein Conta
t

liegt; wenn zwis
hen den Che
kern ein Conta
t liegen w

�

urde, m

�

u�te man den Conta
t

entfernen, und das w

�

urde die Anzahl der erlaubten Cut-Kanten verringern.

Nehmen wir an, wir wollen i Cut-Kanten auf s Che
ker verteilen. Na
hdem der erste

Endpunkt (s M

�

ogli
hkeiten) f

�

ur die Cut-Kante ausgesu
ht worden ist, ist mindestens eine

weitere Position f

�

ur die Auswahl des n

�

a
hsten Endpunktes gesperrt (deshalb nur no
h

(s � 2) M

�

ogli
hkeiten). Na
hdem 3 Endpunkte ausgew

�

ahlt wurden, kann es passieren,

da� alle 3 Endpunkte zwis
hen 2 Conta
ts liegen (siehe Abbildung 13). In diesem Fall
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sperren die 3 Endpunkte zusammen nur no
h 2 weitere Positionen, und es gibt deshalb

no
h (s� 5) Positionen zur Auswahl f

�

ur den 4. Endpunkt.

Contact Checker Cut-Kante

gesperrte Positionen

Abbildung 13: Drei Cut-Kanten zwis
hen zwei Conta
ts

Wenn man diese

�

Uberlegung als Formel ausdr

�

u
kt, erh

�

alt man:

V (s; i) =

i Faktoren

z }| {

s(s� 2)(s� 4) (s� 5)(s� 7)(s� 9) (s� 10) : : :

i!

<

s

3

(s� 5)

3

(s� 10)

3

: : :

i!

=

h

s

5

�

s

5

� 1

� �

s

5

� 2

�

: : :

i

3

5

i

i!

=

0

�

�

s

5

�

!

�

s

5

�

i

3

�

1

A

3

5

i

i!

Dr

�

u
kt man s dur
h �C und i dur
h �C aus, ergibt si
h dur
h Anwendung der Stirling-

s
hen Formel wieder ein Ausdru
k der Form e

C�V (�;�)+O(lnC)

. F

�

ur V (�; �) erh

�

alt man:

V (�; �) = 3

�

5

ln

�

5

� 3

 

�

5

�

�

3

!

ln

 

�

5

�

�

3

!

� 5

�

5

ln

�

5

Um

�

s�2f

i

�

dur
h V (s � 2f; i) ersetzen zu k

�

onnen, ist nun no
h zu analysieren, ob die

Sperrung der 2f Che
ker am Rand mit der Pr

�

amisse kollidiert, da� zwei Cut-Kanten

ni
ht nebeneinander liegen d

�

urfen.

Dazu m

�

ussen die vers
hiedenen F

�

alle, die an den Fragmentr

�

andern auftreten k

�

onnen,

�

uberpr

�

uft werden:

� Nehmen wir an, da� der Fragmentrand aus einem oder zwei Che
kern vor einem

Conta
t besteht. In diesem Fall darf keiner der beiden Che
ker ein Endpunkt f

�

ur

eine Cut-Kante sein, da man sonst beide weglassen k

�

onnte ohne die Anzahl der
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erlaubten Cut-Kanten zu verringern. Da aber nur der Fall ausges
hlossen wird, da�

der

�

au�erste Che
ker ein Endpunkt f

�

ur eine Mat
hing-Cut-Kante ist, wird zuviel

gez

�

ahlt und auf keinen Fall zu wenig.

� Hat der Fragmentrand mehr als 2 Che
ker vor einem Conta
t, dann z

�

ahlt die Formel

aus dem glei
hen Grund zu viel.

� Besteht der Fragmentrand aus einem Conta
t, dann ist der Che
ker direkt na
h

dem Conta
t als Mat
hing-Cut-Kanten-Endpunkt gesperrt. Wird von den

�

ubrigen

vier Che
kern einer ausgew

�

ahlt, dann wird dadur
h wieder mindestens eine weitere

Position gesperrt, d.h. die Abs
h

�

atzung arbeitet immer no
h korrekt.

5.7.3 Eine genauere Formel f

�

ur A(a; f; s)

Die beiden bisher benutzten Formeln f

�

ur die Abs
h

�

atzung von A(a; f; s) sind nat

�

urli
h

sehr ungenau und k

�

onnen lei
ht verbessert werden.

Die einfa
hste Verbesserung ist f

�

ur den Term

�

6C

2f

�

{ wenn man mit 5 Che
kern pro Conta
t

re
hnet { m

�

ogli
h. Dazu kann man einfa
h die Anzahl der ausgew

�

ahlten Knoten mit in

die Formel hereinnehmen, d.h. man re
hnet mit

�

s+a

f

��

6C�s�a

f

�

. Die Formel erkl

�

art si
h so:

Man teilt zuerst die s+a ausgew

�

ahlten Knoten (s Che
ker und a Conta
ts) in f Fragmente

auf; es gibt daf

�

ur

�

s+a�1

f�1

�

vers
hiedene M

�

ogli
hkeiten, und zur Vereinfa
hung benutzt man

�

s+a

f

�

. Als n

�

a
hstes werden die 6C � s� a unausgew

�

ahlten Knoten (wieder Che
ker und

Conta
ts) auf die f Fragmente, die als Zwis
henr

�

aume dienen, verteilt. Man re
hnet wieder

vereinfa
ht mit

�

6C�s�a

f

�

. Jetzt legt man einen Knoten auf demWheel fest und beginnt mit

einem ausgew

�

ahlten Fragment. Das n

�

a
hste Fragment ist dementspre
hend unausgew

�

ahlt;

so wird fortgefahren, bis alle Fragmente verteilt sind. Was no
h fehlt, ist die Anzahl der

M

�

ogli
hkeiten, den Startknoten zu bestimmen. Da jeder Knoten als Startknoten dienen

kann, gibt es daf

�

ur 6C M

�

ogli
hkeiten, d.h. man erh

�

alt als Gesamtformel:

6C

 

s+ a

f

! 

6C � s� a

f

!

Da der lineare Faktor 6C im Exponenten der e-Funktion nur als O(lnC) eingeht, kann er

bei gro�em C verna
hl

�

assigt werden.

Au
h bei dieser neuen Formel wird wieder ni
ht darauf gea
htet, da� die Anzahl der

Conta
ts stimmt. Es wird zwar insgesamt die ri
htige Zahl an Knoten ausgew

�

ahlt, aber

ob dabei au
h wirkli
h genau a Conta
ts ausgew

�

ahlt werden, ist ni
ht garantiert.

Die Anzahl der ausgew

�

ahlten Conta
ts l

�

a�t si
h daf

�

ur lei
ht in die zweite For-

mel

�

C+2f

2f

��

d+2f

2f

�

einarbeiten: Hier kann man einfa
h den ersten Faktor genauer als

�

a+f

f

��

C�a+f

f

�

bere
hnen. Die Erkl

�

arung ist dieselbe wie bei der Formel zuvor; man verteilt

erst die ausgew

�

ahlten und dann die unausgew

�

ahlten Conta
ts. Der zus

�

atzli
he Summand
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+f kommt dadur
h zustande, da� Fragmente in diesem Fall au
h gar keinen Conta
t

enthalten d

�

urfen. F

�

ur die zweite Z

�

ahlmethode erh

�

alt man also:

C

 

a+ f

f

! 

C � a+ f

f

!

Der lineare Faktor C kommt, wie s
hon zuvor erkl

�

art, aus der M

�

ogli
hkeit, die Fragmen-

tekombination an C vers
hiedenen Positionen beginnen zu lassen. Er geht im Exponenten

wieder nur mit O(lnC) ein und kann deshalb bei gro�em C ignoriert werden.

Der Na
hteil der zweiten Formel ist, da� ni
ht darauf gea
htet wird, da� an einem Frag-

mentrand ni
ht mehr als 5 Che
ker angeh

�

angt werden k

�

onnen. Zus

�

atzli
h kann man mehr

als ein ausgew

�

ahltes Fragment zwis
hen zwei Conta
ts legen, was jedo
h ni
ht sinnvoll

ist, wie sp

�

ater no
h genauer erl

�

autert wird.

Die Frage ist, ob man die Na
hteile der zweiten Formel so weit beheben kann, da� sie zu

einer generell besseren Formel wird.

Dazu wurden zuerst zwei neue Parameter eingef

�

uhrt:

� h, die Anzahl der ausgew

�

ahlten Fragmente, die keinen Conta
t enthalten.

� g, die Anzahl der unausgew

�

ahlten Fragmente, die keinen Conta
t enthalten.

Zun

�

a
hst kann man die Beoba
htung ma
hen, da� ein Fragment ohne Conta
t minde-

stens 3 Che
ker enthalten mu�; das gilt f

�

ur unausgew

�

ahlte genauso wie f

�

ur ausgew

�

ahlte

Fragmente.

Nehmen wir wieder an, wir haben ein Mat
hing, das eine Teilmenge zu einem Bad-Set

ma
ht, die ein Conta
t-loses Fragment mit weniger als 3 Che
kern enth

�

alt. Strei
ht man

dieses Fragment, dann erh

�

alt man einen neue Teilmenge, die dur
h dieses Mat
hing eben-

falls zu einem Bad-Set gema
ht wird; dabei ist es egal, ob ein ausgew

�

ahltes oder unaus-

gew

�

ahltes Fragment gestri
hen worden ist. Da das Mat
hing dur
h diese Teilmenge s
hon

gez

�

ahlt worden ist, brau
ht man es bei der Teilmenge davor ni
ht zu z

�

ahlen.

Da das f

�

ur alle Mat
hings gilt, die die vorangegangene Teilmenge zu einem Bad-Set ma-


hen, brau
ht man f

�

ur die vorangegangene Teilmenge gar kein Mat
hing zu z

�

ahlen.

Aus diesen

�

Uberlegungen ergeben si
h mehrere Verbesserungen:

� Zwis
hen zwei ausgew

�

ahlten Conta
ts kann h

�

o
hstens ein unausgew

�

ahltes Fragment

liegen.

� Zwis
hen zwei unausgew

�

ahlten Conta
ts kann h

�

o
hstens ein ausgew

�

ahltes Fragment

liegen.

� Zwis
hen einem unausgew

�

ahlten und einem ausgew

�

ahlten Conta
t kann kein aus-

gew

�

ahltes Fragment liegen.
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W

�

are eines der Kriterien ni
ht erf

�

ullt, dann g

�

abe es ein Fragment mit weniger als 3

Che
kern, und dieser Fall ist ausges
hlossen worden.

Betra
hten wir nun den Fall, da� wir, wie zuvor erkl

�

art, die Minimalbelegung von 6(a�f)

Che
kern vergr

�

o�ern wollen:

� Zuerst werden die a ausgew

�

ahlten Conta
ts auf die (f�h) Fragmente mit mindestens

einem Conta
t verteilt. Die Anzahl der M

�

ogli
hkeiten betr

�

agt vereinfa
ht:

 

a

f � h

!

� Dann werden die g Conta
t-losen, unausgew

�

ahlten Fragmente auf die (f � h) Zwi-

s
henr

�

aume zwis
hen den ausgew

�

ahlten Fragmenten mit Conta
ts verteilt:

 

f � h

g

!

Dur
h diese Auswahl werden g Zwis
henr

�

aume gestri
hen; die anliegenden aus-

gew

�

ahlten Fragmente werden dadur
h aneinandergeh

�

angt. Dana
h gibt es also nur

no
h f � d� g Fragmente, die Conta
ts enthalten.

� Dann wird bestimmt, zwis
hen wel
hen Fragmenten mit Conta
ts si
h die Conta
t-

losen ausgew

�

ahlten Fragmente be�nden. Dazu verteilt man sie auf die f � h � g

Zwis
henr

�

aume:

 

f � h� g

h

!

Na
h dieser Verteilung hat man f � g Fragmente, die Conta
ts enthalten. Aus der

Formel kann man erkennen, da� gelten mu�: h+ g < f .

Da� diese Bes
hr

�

ankung stimmt, wird einem klar wenn man einmal versu
ht, eine

Teilmenge zu zei
hnen, bei der sie ni
ht eingehalten wird.

� Zuletzt werden die

�

ubrigen C � a Conta
ts auf die f � g Zwis
henr

�

aume verteilt:

 

C � a

f � g

!

Die Vorgehensweise ist in Abbildung 14 verdeutli
ht.

Wieder kann no
h ein Faktor C angef

�

ugt werden, um eine Fragmentkombination an C

vers
hiedenen m

�

ogli
hen Positionen anfangen zu lassen. Da der Faktor 6C im Exponenten

wieder nur mit O(lnn) eingeht, wird er im weiteren weggelassen.

Dur
h die Einf

�

uhrung von h und g kann man au
h genauer Abs
h

�

atzen, in wel
hem

Berei
h si
h s bewegen mu�. Z

�

ahlen wir zuerst die (f � h) ausgew

�

ahlten Fragmente, die

Conta
ts enthalten; sie besitzen mindestens 5(a� (f � h)) Che
ker.
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a Contacts

g

h
C-a Contacts

g

Abbildung 14: Eine Verteilung mit: f = 5, g = 2, h = 1

In der alten Formel sind Conta
t-lose ausgew

�

ahlte Fragmente gar ni
ht ber

�

u
ksi
htigt wor-

den; sie wurden bei der Abs
h

�

atzung mit �6 Che
kern gez

�

ahlt (siehe Kapitel 5.3). Jetzt

ist es m

�

ogli
h, sie mit mindestens einem Che
ker zu z

�

ahlen, weil man dadur
h jede erlaub-

te M

�

ogli
hkeit erzeugen kann, indem man die Fragmentgrenzen entspre
hend vers
hiebt

(siehe Abbildung 15). Das funktioniert, weil der mittlere Che
ker immer ausgew

�

ahlt sein

mu�.

d=0, 1 Checker

+2

+1

d=3, 4 Checker

Abbildung 15: Ein ausgew

�

ahltes Fragment ohne Conta
ts

Der

�

Uberstand wird also mit d = s� (5a� 5f + 6h) bere
hnet und dann mit

 

d+ 2f

2f

!

M

�

ogli
hkeiten verteilt.

Die vorhergehende Formel ist nur eine gute Abs
h

�

atzung, wenn d klein ist. Es gibt aber

au
h eine Methode, die vers
hiedenen Kombinationen an Fragmentr

�

andern bei Conta
t-

losen Fragmenten anders zu z

�

ahlen.

Jedes ausgew

�

ahlte Conta
t-lose Fragment steuert eigentli
h mindestens 3 Conta
ts bei;

man mu� also insgesamt mindestens (5a� 5f + 8h) Che
ker ausgew

�

ahlt haben.

Wenn wir den e
hten

�

Uberstand d bere
hnen, gilt also d = s� (5a�5f +8h). Die Anzahl

der M

�

ogli
hkeiten, den

�

Uberstand zu verteilen, wird bei der alten Formel mit

�

d+2f

2f

�

=
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�

d+2f

d

�

bere
hnet. Dur
h die Umformung sieht man, da� die Anzahl der M

�

ogli
hkeiten mit

wa
hsendem

�

Uberstand monoton ansteigt, d.h. hei�t f

�

ur eine obere S
hranke kann man

ein maximal m

�

ogli
hes d benutzen.

Die Formel kann verbessert werden, indem man wieder die Conta
t-losen Fragmente g

und h betra
htet; f

�

ur beide Fragmenttypen gibt es nur jeweils 6 M

�

ogli
hkeiten, Conta
ts

auf sie zu verteilen (siehe Abbildung 16).

Contact unselektiert Contact selektiert

Checker Fragmentkante

Abbildung 16: Fragmente ohne Conta
t

Der maximale

�

Uberstand wird deshalb nur auf die (2f�2g�2h) unbes
hr

�

ankten Fragmen-

tr

�

ander verteilt, und f

�

ur die Conta
t-losen Fragmente werden statt dessen 6

h+g

M

�

ogli
h-

keiten bere
hnet. Es ergibt si
h als Gesamtformel:

 

d+ 2f � 2g � 2h

d

!

6

h+g

mit d = s� (5a� 5f + 8h)

Das Prinzip, die Anzahl der m

�

ogli
hen Kon�gurationen an einem Fragmentrand zu z

�

ahlen,

anstatt die Che
ker auf die R

�

ander zu verteilen, l

�

a�t si
h au
h auf die normalen Frag-

mente anwenden. Es gibt (2f �2g�2h) unbes
hr

�

ankte Fragmentr

�

ander. An jedem davon

k

�

onnen zwis
hen 0 und 5 Che
ker angeh

�

angt werden, d.h. es gibt pro Fragmentrand 6

M

�

ogli
hkeiten. Anstatt die

�

uberstehenden Che
ker auf die Fragmentr

�

ander zu verteilen,

kann man also au
h mit

6

2f�2g�2h

6

g+h

= 6

2f�g�h

re
hnen.

Die maximale Anzahl von Che
kern bere
hnet man auf folgende Weise: Jedes der h

Conta
t-losen ausgew

�

ahlten Fragmente kann maximal 5 Che
ker haben. In jedes der g

Conta
t-losen unausgew

�

ahlten Fragmente k

�

onnen h

�

o
hstens 2 Che
ker hineinragen (sonst
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h

�

atte das unausgew

�

ahlte Fragment weniger als 3 Che
ker). Die

�

ubrigen (2f � 2g � 2h)

unbes
hr

�

ankten R

�

ander k

�

onnen wieder maximal 5 Che
ker enthalten. Die (f � h) aus-

gew

�

ahlten Fragmente mit Conta
ts enthalten 5(a�(f�h)) Che
ker. Zusammengenommen

kann man also h

�

o
hstens s = 5a+ 5f � 8g Che
ker ausw

�

ahlen.

Wollen wir jetzt wie, s
hon in Kapitel 5.3 Che
ker von den Fragmentr

�

andern strei
hen,

dann mu� man allerdings mit d = (5a + 5f � 6g) � s im einfa
hen Fall re
hnen. Das

liegt daran, da� bei einem g Fragment nur garantieren ist, da� der mittlere Che
ker nie

ausgew

�

ahlt ist, aber ni
ht mehr.

Re
hnet man wieder mit 6

g+h

, dann ergibt si
h d = (5a+5f�8g)�s, weil jetzt garantiert

ist, da� an einem g Fragment h

�

o
hstens 2 Che
ker gez

�

ahlt werden m

�

ussen.

Zusammengefa�t erh

�

alt man folgende Formel, um festzulegen, wie die Fragmente verteilt

sind:

 

a

f � h

! 

f � h

g

! 

f � h� g

h

! 

C � a

f � g

!

Die Anzahl der M

�

ogli
hkeiten, den

�

Uberstand auf die Fragmentr

�

ander zu verteilen, kann

auf 5 vers
hiedene Arten bere
hnet werden:

 

d+ 2f

d

!

mit d = s� (5a� 5f + 6h)

oder d = (5a+ 5f � 6g)� s

 

d+ 2f � 2g � 2h

d

!

6

h+g

mit d = s� (5a� 5f + 8h)

oder d = (5a+ 5f � 8g)� s

6

2f�g�h

Man s
h

�

atzt wieder mit einer e-Funktion ab. Von den genannten f

�

unf Bere
hnungsm

�

ogli
h-

keiten w

�

ahlt man immer die aus, die den kleinsten Exponenten f

�

ur einen vorgegebenen

Parametersatz ergibt. Das Ergebnis dieser Bere
hnung multipliziert man mit der Anzahl

der M

�

ogli
hkeiten, die Fragmente auf die Conta
ts zu verteilen. Damit erh

�

alt man eine

neue, genauere Formel f

�

ur A(a; f; s; g; h).

Mann kann jetzt wieder a; f; s; g; h dur
h Anteile von C ausdr

�

u
ken und bere
hnet

dann damit A(a; f; s; g; h)P (a; f; s); man erh

�

alt wieder eine e-Funktion, die die Form

e

C�K+O(ln(C))

hat. K h

�

angt nur no
h von den gew

�

ahlten Parametern a; f; s; g; h hab. Leider

stellt si
h heraus, da� die genauere Abs
h

�

atzung von A(: : :) immer no
h ni
ht ausrei
ht,

um die Korrektheit der Konstruktion zu beweisen; d.h. es gibt immer no
h Parameter-

kombinationen, bei denen K > 0 ist.

5.7.4 Ein anderer Ansatz f

�

ur A(a; f; s)

Bisher wurde A(a,f,s) auf die zwei bes
hriebenen Methoden abges
h

�

atzt. Bereits bei Piotr

Bermann und Marek Karpinski wird eine Verbesserung eingef

�

uhrt, der eine ganz andere
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Idee zugrunde liegt.

Z

�

ahlt man im Fall mit 5 Che
kern mit

�

6C

2f

�

, dann z

�

ahlt man zuviel, weil man dabei

die Verteilung der Conta
ts auf die Fragmente mitber

�

u
ksi
htigt. Ob ein Mat
hing ei-

ne Teilmenge zu einem Bad-Set ma
ht, h

�

angt aber prinzipiell nur von der Anzahl der

ausgew

�

ahlten Conta
ts, ni
ht aber von ihrer Lage ab. Abbildung 17 ma
ht das deutli
h.

Contact 6 Checker

Abbildung 17: Vier M

�

ogli
hkeiten, einen Conta
t auf 2 Fragmente zu verteilen

Also rei
ht es, nur

�

5C

2f

�

M

�

ogli
hkeiten zu z

�

ahlen. Dur
h die Festlegung der Fragmente auf

den Che
kern werden au
h die ausgew

�

ahlten Conta
ts festgelegt, sofern sie ni
ht genau an

einem Fragmentrand liegen. Wel
he Conta
ts an den Fragmentr

�

andern ausgew

�

ahlt sind

oder ni
ht spielt aber keine Rolle, so lange die Gesamtanzahl stimmt.

Eine L

�

u
ke bei der bisherigen Argumentation stellen Fragmentkon�gurationen dar, bei

denen ein einzelner Conta
t ein unausgew

�

ahltes Fragment bildet (siehe Abbildung 18 ).

Alle M

�

ogli
hkeiten dieser Art werden mit der bes
hriebenen Verbesserung ni
ht direkt

erfa�t. Man kann wieder argumentieren, da� man alle Mat
hings, die diese Kon�guration

zu einem Bad-Set ma
hen, bereits in der Teilmenge mitgez

�

ahlt hat, bei der der Conta
t

ausgew

�

ahlt war. Die Frage ist nur, was passiert, wenn man eine Teilmenge betra
htet, die

bereits die maximal m

�

ogli
he Anzahl an Conta
ts enth

�

alt. Hier greift die Argumentation

der mehrfa
hen Z

�

ahlung ni
ht, weil eine Teilmenge mit einem Conta
t mehr ni
ht gez

�

ahlt

wird.

Allerdings wird eine sol
he M

�

ogli
hkeit auf eine andere Weise mitgez

�

ahlt; nehmen wir

wieder Abbildung 18 als Ausgangsbasis. Eine M

�

ogli
hkeit, die tats

�

a
hli
h mitgez

�

ahlt wird,

ist die Zusammenfassung der abgebildeten Che
ker zu einem Fragment mit den Grenzen

bei Knoten 1 und 2.

1 2

CheckerContact

Abbildung 18: Ein einzelner unausgew

�

ahlter Conta
t

Eine sol
he Anordnung w

�

urde erfordern, da� der Conta
t ebenfalls ausgew

�

ahlt w

�

are; neh-

men wir momentan an, da� dies so ist { au
h wenn damit mehr Conta
ts als erlaubt



62 5.7 Verbesserungsversu
he

ausgew

�

ahlt sind { und da� es si
h bei der gesamten Anordnung um kein Bad-Set handelt,

d.h. da� sie mehr Cut-Kanten als Conta
ts enth

�

alt. Entfernt man aus dieser Anordnung

den einen Conta
t, dann hat man dana
h eine Cut-Kante mehr, denn man hat zwar einen

Conta
t gestri
hen, aber dadur
h 2 Cut-Kanten gewonnen. D.h. damit die Anordnung

na
h dem Strei
hen des Conta
ts ein Bad-Set ist, mu� sie auf jeden Fall davor s
hon eines

gewesen sein; deshalb hat man wieder zu viele Mat
hings gez

�

ahlt, aber ni
ht zu wenige.

Piotr Berman und Marek Karpinski haben dieses Vorgehen in der Weise bes
hrieben, da�

sie die Conta
ts dur
h Kanten, so genannte Conta
t-Kanten, ersetzen. Dana
h enth

�

alt

das Wheel nur no
h Che
ker.

Entwi
kelt man diese Idee konsequent weiter, dann wird klar, da� die Ersetzung der Con-

ta
ts dur
h Kanten no
h viel weitrei
hendere Folgen hat: Dur
h dieses Modell, kann man

si
h die Anzahl der Conta
ts als k

�

unstli
hen Parameter vorstellen, d.h. v

�

ollig unabh

�

angig

von der tats

�

a
hli
h ausgew

�

ahlten Menge an Che
kern.

Findet man zu einer beliebigen (ohne die Conta
ts zu ber

�

u
ksi
htigen) ausgew

�

ahlten Teil-

menge an Che
kern ein Bad-Set, d.h. au
h glei
hzeitig ein Mat
hing, was diese Teilmenge

zu einem Bad-Set ma
ht, gibt es drei M

�

ogli
hkeiten:

� Die ausgew

�

ahlte Teilmenge an Che
kern pa�t zur vorgegebenen Anzahl an Conta
ts;

d.h. man kann mit der vorgegebenen Anzahl an Conta
ts die ausgew

�

ahlten Conta
t-

Kanten besetzen. Bei Conta
t-Kanten, die als Fragmentgrenze dienen, kann frei

ents
hieden werden, ob sie besetzt werden sollen oder ni
ht (auf diese Kanten kann

man

�

uber


�

ussige Conta
ts verteilen).

In diesem Fall hat man ein Mat
hing entde
kt, das wirkli
h ein Bad-Set enth

�

alt.

� Die ausgew

�

ahlte Teilmenge an Che
kern ben

�

otigt weniger als die angegebene Anzahl

an Conta
ts (selbst wenn man alle Conta
t-Kanten, die als Fragmentgrenze dienen,

mit Conta
ts au�

�

ullt).

In diesem Fall werden mehr Cut-Kanten zugelassen als eigentli
h erlaubt sind, weil

man mit zu vielen Conta
ts re
hnet. Man �ndet dadur
h Mat
hings, die Bad-Sets

erzeugen, die in dem e
hten Wheel gar keine Bad-Sets sind. Da au
h alle Mat
hings

und dazugeh

�

origen Bad-Sets gez

�

ahlt werden, die weniger Cut-Kanten haben, wird

aber auf jeden Fall nie zu wenig gez

�

ahlt.

� Die ausgew

�

ahlte Teilmenge an Che
kern ben

�

otigt mehr Conta
ts als angegeben sind,

und man hat bereits die maximale Anzahl an Conta
ts zur Verf

�

ugung.

In diesem Fall m

�

u�te man die Teilmenge an einigen Conta
t-Kanten aufspalten und

so in mehr Fragmente aufteilen als vorgegeben sind, um eine erlaubte Anordnung

zu erhalten. Dadur
h sinkt aber wieder nur die Anzahl der erlaubten Cut-Kanten;

das bedeutet wieder nur, da� man Mat
hings z

�

ahlt, die im e
hten Wheel gar keine

Bad-Sets enthalten w

�

urden; alle e
hten Bad-Sets werden aber wieder erfa�t.
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Zusammen mit dem Argument des mehrfa
hen Z

�

ahlens von Mat
hings kann man die

Abs
h

�

atzung

�

5C

2f

�

no
h weiter verbessern; die bisherige Abs
h

�

atzung erlaubt n

�

amli
h

ausgew

�

ahlte Fragmente, die aus weniger als drei Che
kern bestehen.

Ein Mat
hing, das von einer so gearteten Teilmenge gez

�

ahlt worden ist, wurde aber au
h

si
her von der Teilmenge gez

�

ahlt, bei der die Che
ker ni
ht ausgew

�

ahlt waren. (Diese

Teilmenge hat ein Fragment und ein oder zwei Che
ker weniger; siehe Abbildung 19 ).

ausgewählt unausgewählt

Abbildung 19: Ein ausgew

�

ahltes Fragment mit 2 Che
kern

Ein ausgew

�

ahltes Fragment sollte also mindestens 3 Che
ker enthalten. Um diese Ver-

besserung in die Formel einzuarbeiten, werden einfa
h 2f Che
ker reserviert, bevor man

die einzelnen Fragmente bestimmt. An jedes ausgew

�

ahlte Fragment werden dann zwei

Che
ker hinzugef

�

ugt, so da� ein ausgew

�

ahltes Fragment mindestens 2 Che
ker enth

�

alt.

Als Formel ergibt si
h:

�

5C�2f

2f

�

.

Mit der glei
hen Argumentation kann man au
h begr

�

unden, da� ein unausgew

�

ahl-

tes Fragment mindestens 3 Che
ker enthalten mu�. Man erh

�

alt dann als neue Formel

A(a; f; s) =

�

5C�4f

2f

�

.

5.7.5 Kollisionen bei den Verbesserungen

Leider gibt es bei beiden Ans

�

atzen A(a; f; s) zu bere
hnen, Kollisionen mit der neuen

Formel V (a; f; s) f

�

ur die Abs
h

�

atzung von P (a; f; s).

Diese Formel beruhte n

�

amli
h auf der Idee, da� man zwei nebeneinander liegende aus-

gew

�

ahlte Che
ker strei
hen kann, wenn sie die Endpunkte von zwei Mat
hing-Cut-Kanten

sind; d.h. man ordnet diese Che
ker der Menge an unausgew

�

ahlten Che
kern zu.

Die Verbesserungen von A(a; f; s) basieren aber in beiden Ans

�

atzen auf der Idee, da� ein

unausgew

�

ahltes Fragment aus mindestens 3 Che
kern besteht. Damit die gerade erkl

�

arte

Umbelegung erlaubt ist, m

�

u�te man aber Teilmengen mitz

�

ahlen, die au
h unausgew

�

ahlte

Fragmente mit 2 Che
kern enthalten.

Wenn man den Ein
u� der Verbesserungen auf die gesamte Abs
h

�

atzung miteinander ver-

glei
ht, dann ist es g

�

unstiger die Verbesserungen f

�

ur A(a; f; s) zu behalten und P (a; f; s)

mit Hilfe von

�

s�2f

a�2f

�

zu bere
hnen.

Diese einfa
h Verbesserung f

�

ur P (a; f; s) kollidiert ni
ht mit den Verbesserungen f

�

ur

A(a; fs). Das ist ni
ht so o�ensi
htli
h ist wie man meinen k

�

onnte: Da n

�

amli
h die mini-
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male L

�

ange der ausgew

�

ahlten Fragmente auf 3 na
h unten begrenzt ist, mu� man

�

uber-

pr

�

ufen, was mit Fragmenten passiert, die genau 3 Che
ker und eine Mat
hing-Kante als

Cut-Kante am Rand enthalten.

Vorher wurde argumentiert, da� das Mat
hing, wel
hes diese Teilmenge zu einem Bad-Set

ma
ht, bereits von einer Teilmenge gez

�

ahlt wurde, bei der der Che
ker mit Mat
hing-Cut-

Kante fehlt. Da jetzt die Fragmente alle mindestens 3 Che
ker gro� sein m

�

ussen, greift

diese Argumentation ni
ht mehr. Statt dessen kann man lei
ht sehen, da� die Teilmenge,

bei der das gesamte Fragment aus 3 Che
kern fehlt, das betra
htete Mat
hing s
hon

gez

�

ahlt hat, da dur
h L

�

os
hen des gesamten Fragmentes die Anzahl der erlaubten Cut-

Kanten nur um mindestens 1 erh

�

oht wird (siehe Abbildung 20).

unausgewählt ausgewählt Cut-Kante

Abbildung 20: Ein ausgew

�

ahltes Fragment, das gel

�

os
ht wird

5.8 Die L

�

u
ke bei den Abs
h

�

atzungen

Dur
h die Ersetzung der Conta
ts dur
h Conta
t-Kanten kann man das Sperren von

Che
kern f

�

ur Cut-Kanten au
h auf die unausgew

�

ahlten Che
ker

�

ubertragen, d.h. man

kann mit

�

5C�s�2f

a�2f

�

anstatt

�

5C�s

a�2f

�

bei P (a; f; s) re
hnen. Die Argumentation ist dieselbe:

Wenn bei einem unausgew

�

ahlten Che
ker an einem Fragmentrand die Mat
hing-Kante

eine Cut-Kante ist, dann wurde dieses Mat
hing bereits von der Teilmenge gez

�

ahlt, bei

dem der Che
ker ausgew

�

ahlt ist und deshalb die Mat
hing-Kante keine Cut-Kante mehr

ist. Der Sonderfall, da� ein Fragmentrand aus einem Conta
t besteht, mu� dur
h die

Ersetzung der Conta
ts dur
h Kanten ni
ht mehr bea
htet werden.

Dur
h konsequente Weiterentwi
klung der Idee der Conta
t-Kanten kann man sogar ar-

gumentieren, da� es gen

�

ugt, mit

�

s�3f

a�2f

�

und

�

5C�s�3f

a�2f

�

zu re
hnen; in diesem Fall kommt

man einem Beweis sehr nahe, da� die Konstruktion mit 5 Che
kern korrekt ist.

Leider hat der gesamte Ansatz mit Conta
t-Kanten einen ents
heidenden Haken. Wie man

lei
ht na
hre
hnet, liegt dur
h die bisherige Argumentation das Maximum der bere
hneten

Wahrs
heinli
hkeit immer bei a = 0:5. In diesem Fall wurde bereits erkl

�

art, wie man

argumentiert, um den Fall eines einzelnen unausgew

�

ahlten Conta
ts zu erfassen. Leider

enth

�

alt die Argumentation eine weitere L

�

u
ke, die nur s
hwer zu erkennen ist.

Die Argumentation basiert darauf, da� man f

�

ur sol
he isolierten Conta
ts eine andere

Teilmenge z

�

ahlt, bei der dieselben Che
ker ausgew

�

ahlt sind und bei der mehr Cut-Kanten

erlaubt sind.
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Leider wird aber in Extremf

�

allen genau so eine Teilmenge ni
ht gez

�

ahlt. Zur genauen Er-

kl

�

arung gehen wir davon aus, da� das Wheel 100 Conta
ts hat und wir den Fall betra
hten,

da� 50 davon ausgew

�

ahlt sind.

Nehmen wir an, da� si
h alle ausgew

�

ahlten Conta
ts in einem einzigen Fragment be�n-

den und da� dieses Fragment genau 5(50 + 1) = 255 Che
ker enth

�

alt, d.h. die beiden

Fragmentr

�

ander voll besetzt sind. Nehmen wir weiterhin an, da� in der H

�

alfte, in der

die Conta
ts ni
ht ausgew

�

ahlt sind, zwei weitere Fragmente aus jeweils 5 Che
kern genau

nebeneinander liegen und da� diese Fragmente nur dur
h einen unausgew

�

ahlten Conta
t

getrennt sind.

Diese Knotenmenge enth

�

alt insgesamt 265 Che
ker.

Die bisherige Argumentation besagt, da� diese Teilmenge von einer anderen Teilmenge

mitgez

�

ahlt wird, in der die beiden Fragmente mit 5 Che
kern in ein Fragment mit 10

Che
kern zusammengefa�t sind. Diese Annahme ist fals
h.

Die gemeinte Teilmenge m

�

u� 50 Conta
ts enthalten und aus 2 Fragmenten bestehen; eines

davon mit 255 Che
kern und eines davon mit 10 Che
kern; insgesamt hat sie also au
h

265 Che
ker.

Dur
h die Bedingung s � 5(a + f) = 5(50 + 2) = 260 wird aber diese Teilmenge nie

gez

�

ahlt.

Die ganze Idee der Conta
t-Kanten enth

�

alt das Problem, da� der Zusammenhang zwi-

s
hen der Anzahl der ausgew

�

ahlten Che
ker und der ausgew

�

ahlten Conta
ts ausgehebelt

wird. Dieser Zusammenhang wird nur no
h k

�

unstli
h hergestellt, indem man beide Zahlen

vorgibt und nur Teilmengen betra
htet, bei denen die Bedingung 5(a� f) � s � 5(a+ f)

erf

�

ullt ist.

Ein gro�er Teil der Verbesserungen in diesem Modell beruht aber darauf, da� man s

und f unabh

�

angig voneinander

�

andern kann; wenn man z.B. ein Fragment mit zwei un-

ausgew

�

ahlten Che
kern strei
ht, dann hat man dana
h ein Fragment weniger und zwei

ausgew

�

ahlte Che
ker mehr. Dur
h diese Umbelegung hat man aber eventuell die Bedin-

gung s � 5(a+f) gebro
hen und erh

�

alt deshalb eine neue Teilmenge, die gar ni
ht gez

�

ahlt

worden ist.

Leider ist es ni
ht gelungen, dieses Dilemma zu beseitigen; ein Beweis, da� die Konstrukti-

on au
h mit 5 Che
kern funktioniert, steht also no
h aus. Der Versu
h, einen Gegenbeweis

zu f

�

uhren st

�

o�t, auf genau die glei
hen Probleme, d.h. es ist s
hwierig die Bad-Sets so zu

z

�

ahlen, da� man dabei keine Mat
hings ausl

�

a�t und trotzdem keine Mat
hings doppelt

z

�

ahlt.
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