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Kurzfassung

Fiir die Behandlung von NP-schweren Optimierungsproblemen ist man in der Praxis meist
auf die Verwendung von Heuristiken bzw. Approximationsalgorithmen angewiesen. Als
Maf fiir die Giite eines Approximationsalgorithmus nimmt man den maximalen Faktor,
um den der vom Algorithmus ausgegebene Wert sich vom optimalen Wert unterschei-
den kann. Verschiedene NP-schwere Probleme kénnen sich beziiglich der Existenz guter
Approximationsalgorithmen stark unterscheiden. Fiir manche Probleme (z.B. Knapsack)
gibt es fiir jedes noch so kleine ¢ > 0 einen polynomialen Approximationsalgorithmus
mit Giite kleiner gleich 1 + €. Fiir andere Probleme (z.B. TSP) ist bekannt, daf es, falls
nicht P = NP, fiir kein ¢ € N einen polynomialen Approximationsalgorithmus mit Giite
kleiner gleich ¢ geben kann.

Im Rahmen dieser Diplomarbeit sollen vor allem Probleme betrachtet werden, die in ge-
wisser Weise ,,dazwischen liegen. D.h., fiir die es eine Konstante C' gibt, so dafl es einen
polynomialen Approximationsalgorithmus mit Giite kleiner gleich C' gibt, ein Approxima-
tionsalgorithmus mit Giite kleiner gleich C' — € aber nur im Falle P = N P existiert.

Die Menge der so approximierbaren Optimierungsprobleme bezeichnet man mit APX.
Bis auf wenige Ausnahmen kennt man fiir die Probleme aus APX zwar obere und un-
tere Schranken fiir den Wert C, nicht aber den wahren Wert. Untere Schranken fiir die
C-Werte lassen sich von einem Problem auf andere Probleme in APX iibertragen, in dem
man geeignete Reduktionen oder Ketten von Reduktionen angibt. Dabei hiingt es von der
Qualitdt der Reduktionen ab, wie gut die dabei erzielbaren Schranken sind. In der Di-
plomarbeit sollen die in der Literatur bekannten Reduktionstechniken zusammengetragen
werden und dargestellt werden, welche unteren Schranken sich damit erzielen lassen.
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1 EINLEITUNG 1

1 Einleitung

Jeder Informatiker wird schon mal auf ein Problem gestofien sein, fiir dessen (optimale)
Losung ihm einfach kein effizienter Algorithmus eingefallen ist. Wenn sich fiir ein Problem
auch nach langem Suchen einfach kein effizienter Algorithmus finden 148t, dann stellt sich
die Frage, ob man einfach nur nicht dir richtige Idee hat, oder ob es generell unmoglich
ist, effizient eine (optimale) Losung zu finden.

Mit genau dieser Frage beschéftigt sich die Theorie der NP-vollstdndigen Probleme. Mit
dieser Theorie ist es moglich zu zeigen, daf ein neues Problem mindestens so schwer ist,
wie eine ganze Klasse von alten schon bekannten Problemen, die sich ebenfalls stand-
haft einer effizienten Losung entziehen. Eine ganze Reihe von solchen Problemen und die
Transformation dieser Probleme aufeinander sind in dem Standardwerk von Garey und
Johnson [22] beschrieben, inklusive der dazu nétigen Theorie.

Auch wenn ein endgiiltiger Beweis noch erbracht werden mufl, daf§ es sich bei diesen
Problemen wirklich um Probleme handelt, die nicht effizient 16sbar sind, so weist doch
die Tatsache, dafl man inzwischen buchstéblich hunderte solcher Probleme kennt und fiir
keines davon einen effizienten Algorithmus gefunden hat, darauf hin, daf} diese Probleme
tatsdchlich | schwierig® sind.

Wenn es sich bei einem Problem um ein Optimierungsproblem handelt, bei dem man zwar
eine Losung finden kann, aber eben nur sehr schwer die optimale, dann reicht es in der
Praxis oft, wenn man einen Algorithmus angeben kann, der garantiert, dafy die produzierte
Losung nicht zu weit vom Optimum entfernt ist.

Solche Algorithmen nennt man Approximations-Algorithmen. Im Lauf der Zeit hat man
immer bessere Methoden entwickelt, wie man NP-schwere Optimierungsprobleme appro-
ximiert, aber es fehlten Beweise, die zeigen, daf} sich bestimmte Probleme nicht belie-
big genau approximieren lassen. Ein Haupt-Grund dafiir war, daf3 es einige Zeit brauch-
te, bis man eine verniinftige Definition fiir die Transformation zwischen Optimierungs-
problemen gefunden hatte. Eine weitere Schwierigkeit bestand darin, dafl sich Nicht-
Approximierbarkeit bis zur Entdeckung des PCP-Theorems generell nur bei wenigen Pro-
blemen beweisen lief3.

Ziel der Diplomarbeit war es, sich mit Problemen zu beschéftigen, fiir die man Algorithmen
kennt, die bis auf einen konstanten Faktor an das Optimum herankommen. Die Klasse, zu
der diese Probleme gehoren, nennt man APX . Innerhalb dieser Klasse gibt es Probleme,
von denen sich beweisen 148t, daf§ sie tatséichlich nicht besser als bis auf einen konstanten
Faktor approximiert werden kénnen, wenn NP-vollstdndige Probleme tatséchlich so schwer
sind wie vermutet.

Die Frage ist, wie man solche unteren Schranken fiir die Approximierbarkeit eines Pro-
blems beweist und wie man sie verbessern kann.

Im Weiteren sollen zunéchst die Grundbegriffe und Definitionen erklirt werden, mit denen
man bei Problemen aus APX arbeitet. In den folgenden Kapiteln wird erldutert, wie man
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mit Hilfe von speziellen Graphen eine untere Schranke fiir ein Problem beweisen kann und
wie man versuchen kann, diese untere Schranke in einem speziellen Fall zu verbessern.

1.1 Probleme aus NP

Da die meisten Beweise auf der Annahme P # NP beruhen, soll zunéchst erkliart werden,
was mit diesen beiden Begriffen gemeint ist.

Als Erstes werden nur Entscheidungsprobleme betrachtet, d.h. Probleme, bei denen es als
Losung nur ,,Ja“ oder ,Nein® gibt.

Jede Instanz eines Problems kann als binédre Zeichenkette aufgefafit werden, d.h. als Zei-
chenvorrat nehmen wir ¥ = {0, 1} und als Zeichenkette = € ¥*. Ein Problem wird durch
alle moglichen Instanzen des Problems Z C ¥* charakterisiert.

Wir gehen davon aus, dafl man in linearer Zeit feststellen kann, ob € Z, d.h. ob es sich
bei einer Zeichenkette x wirklich um eine Instanz eines Problems handelt oder ob es eine
sinnlose Eingabe ist.

Definition: Entscheidungsproblem
FEin Entscheidungsproblem P ist ein Tupel (I, SOL) so dafs gilt:

o Fsist T C X und es kann in linearer Zeit entschieden werden, ob fir ein x € ¥*
auch x € T gilt.

e Fiir jede Instanz x € T ist SOL(x) C X* die Menge der Lisungen fir x.

Man sagt, ein Algorithmus A 16st ein Entscheidungsproblem (Z, SOL) , wenn der Algo-
rithmus fiir jedes # € Z entweder JA ausgibt, wenn SOL(x) # (), oder NEIN ausgibt,
wenn SOL(x) = (). Dabei muf} der Algorithmus keine Losung finden; es geniigt wenn er
feststellen kann, ob SOL(z) leer ist oder nicht.

Definition: Klasse P
Die Klasse P enthdlt alle Entscheidungsprobleme, die von einem Algorithmus in polyno-
mieller Zeit geldst werden konnen.

Fiir viele Entscheidungsprobleme kennt man keinen Algorithmus, der einem in polynomi-
eller Zeit eine Antwort liefert. Allerdings ist es oft nicht schwer zu iiberpriifen, ob eine
Losung s € SOL wirklich eine Losung ist oder nicht. Eine solche Lésung kénnte man auch
als Beweis auffassen, daf} die korrekte Antwort des Entscheidungsproblems JA lautet.

Entscheidungsprobleme, bei denen man in polynomieller Zeit iiberpriifen kann, ob ein
Beweis im oben beschriebenen Sinne korrekt ist, gehoren zur Klasse NP; die Abkiirzung
steht fiir Nicht-deterministisch Polynomiell:

Definition: Klasse NP
Fin Entscheidungsproblem P = (Z,SOL) gehért zur Klasse NP, wenn gilt:
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e Die Grifien der Lisungen einer Instanz x € T sind durch ein Polynom in der Ldnge
der Instanz beschrinkt. D.h. es gibt ein Polynom p, so dafl gilt:

ls| < p(|z]) Ve €I As e SOL(x)

o FEs gibt einen Algorithmus A(z, s) und ein Polynom q, so daf¥x € T gilt: Wenn s €
SOL(z) gibt A(x,s) innerhalb der Zeit q(|x|) JA aus; an sonsten gibt er innerhalb
der Zeit q(|z|) NEIN aus.

Wenn man zwei Probleme aus NP hat, dann stellt sich die Frage, ob sie gleich schwer sind
oder nicht. Dazu definiert man folgende Transformation:

Definition: Karp-reduzierbar [30]

FEin Entscheidungsproblem Puy = (Zayp, SOLay) ist Karp-reduzierbar auf ein Problem
Prew = (Tnew, SOLpey), wenn es eine Funktion [ : Ty — Lyeyw gibt, die in polynomi-
eller Zeit berechenbar ist und wenn gilt:

SOLuy(x) # 0 <= SOLpeu(f(x)) #0 Vaely

Man schreibt : Pay <p Preu

Mit einer solchen Transformation kann man P,; l6sen, wenn man weifl wie man P,,,,, 10st;
deshalb muf} P,,., mindestens so schwer sein wie P;.

Ein Problem, auf das sich jedes andere Problem aus NP reduzieren 148t, geh6rt demnach
zu den schwersten Problemen aus NP ; Solche Probleme nennt man NP-vollstindig.

Definition: NP-vollstéindig
FEin Entscheidungsproblem P wird NP-vollstindig genannt,wenn P € NP , und fiir jedes
Problem P' € NP gilt: P' <, P.

Das erste NP-vollstindige Problem und der Begriff der NP-Vollstindigkeit wurde un-
abhingig von Cook [17] und Levin [31] entdeckt. Cook bewies, dafi das Problem

SAT: Gegeben sei ein boolesche Formel in Konjunktiver Normalform. Gibt es eine Bele-
gung die die Formel erfiillt 7

NP-vollsténdig ist.

Kann man beweisen, daf§ sich SAT auf irgendein anderes Problem P Karp-reduzieren
148t, dann ist P ebenfalls NP-vollstindig, denn man kann jedes andere Problem erst auf
SAT und dann auf P reduzieren. Um zu zeigen, dafl ein neues Problem NP-vollstindig
ist, reicht es deshalb zu zeigen, daf} sich irgendein beliebiges NP-vollstindiges Problem
auf das neue Problem reduzieren 14f3t.

Mit dieser Methode hat man inzwischen von hunderten von Problemen bewiesen, daf} sie
NP-vollstéandig sind. Kénnte man auch nur fiir ein einziges dieser Entscheidungsprobleme
einen Algorithmus finden, der das Problem in polynomieller Zeit 16st, konnte man alle
Probleme in NP in polynomieller Zeit 16sen.
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1.2 Probleme aus NPO und APX

Oft hat man nicht ein Entscheidungsproblem als Grundlage, sondern ein Optimierungs-
problem. Damit meint man ein Problem, von dem es normalerweise leicht ist irgendeine
Losung zu finden; die Frage, ob es eine Losung gibt, kann deshalb praktisch immer mit
JA beantwortet werden. Allerdings haben die Losungen jetzt eine unterschiedlich gute
Qualitéit. Die Aufgabe besteht deshalb darin, die beste Losung — und nicht irgendeine —
zu finden.

Im folgenden werden nur Optimierungsprobleme betrachtet, bei denen es immer eine

Losung gibt:

Definition: Optimierungsproblem
FEin Optimierungsproblem P ist ein Vier-Tupel (Z, SOL, val, goal):

e 7 € X" ist die Menge aller Instanzen des Problems.

e Fiir jede Instanz x € T wird mit SOL(z) C ¥* die Menge der Ldsungen von x
bezeichnet; diese Menge ist nie leer.

e Fiir jede Instanz x und fir jede Lésung s € SOL(x) gibt der Integer-Wert val(z, s)
die Qualitit der Lésung an.

e goal € {min, max}

Die Aufgabe bei einem Optimierungsproblem ist es, fiir eine vorgegebene Instanz x eine
Losung sept € SOL(x) zu finden, fiir die gilt:

B | min{wal(z, s)|s € SOL(x)} fiir goal = min
opH(x) = val(z, Sopt) = { max{val(z, s)|s € SOL(x)} fiir goal = max

Definition: Klasse PO
Die Klasse PO enthdlt alle Optimierungsprobleme, fiir die man einen Algorithmus kennt,
der das Optimum in polynomieller Laufzeit findet.

Als néchstes wird die Klasse NPO definiert, zu der alle Optimierungsprobleme gehoren, die
uns interessieren und bei denen man im allgemeinen keinen Algorithmus mit polynomieller
Laufzeit zur Bestimmung der optimalen Losung kennt:

Definition: Klasse NPO
FEin Optimierungsproblem P = (Z, SOL, val, goal) gehirt zu NPO wenn folgende Bedin-
gungen erfillt sind:

o Fiir die Menge T C ¥* kann in linearer Zeit tuberprift werden, ob ein x € X*
Element von T st oder nicht.
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e Die Grifien der Lisungen sind durch ein Polynom der Linge der Instanz beschrinkt,
d.h. es gibt ein Polynom p, so daf gilt:

ls| < p(|z]) Ve € I As e SOL(x)

e Man kann in polynomieller Zeit entscheiden, ob s € SOL(x) gilt.

e Die Funktion val(z, s) ist in polynomieller Zeit berechenbar.

Oft existieren von NP-vollstédndigen Entscheidungsproblemen Optimierungsvarianten, die
offensichtlich nach der gleichen Lésung suchen und ebenso schwer sind.

Ein einfaches Beispiel ist SAT: Anstatt danach zu fragen, ob eine boolesche Formel in CNF
erfiillbar ist, kann man auch versuchen, die Anzahl der erfiillten Klauseln zu maximieren.
Hat man das optimale Ergebnis, kann man auch sofort entscheiden, ob es sich um eine
erfiillbare Formel handelt oder nicht.

Kann man ein NP-vollstindiges Entscheidungsproblem auf diese Weise auf ein Optimie-
rungsproblem reduzieren, dann nennt man das Optimierungsproblem NP-schwer. Da die
optimale Losung mindestens so schwer zu finden ist, wie die Losung des Entscheidungs-
problems, untersucht man Algorithmen, die nicht unbedingt das Optimum finden.

Ein Approximations-Algorithmus ist ein Algorithmus, der fiir ein Optimierungsproblem
eine beliebige Losung findet. D.h. fiir ein x € 7 liefert ein Algorithmus A ein s € SOL(x)
zuriick, oder als Formel: A(z) € SOL(x).

Definition: Approximations-Algorithmus
Sei P = (Z, SOL, val, goal) ein Optimierungsproblem. Ein Approzimations-Algorithmus A
mit Performance p ist ein Algorithmus fir den gilt:

val(z, A(x)) <

= opt(z)  —

1
- VeeTl
p

Kann man fiir ein Problem einen Algorithmus mit polynomieller Laufzeit angeben, der
fiir jedes € > 0 die Performance » = 1 4+ p hat, dann spricht man von einem polynomial
time approximation scheme oder PTAS.

Definition: Klasse PTAS
Die Klasse PTAS enthdlt alle Optimierungsprobleme, fir die man ein PTAS angeben
kann.

Ist die Laufzeit des Algorithmus auch noch durch ein Polynom in |z| und I beschrénkt,
dann spricht man von einem fully polynomial time approrimation scheme oder FPTAS.

Definition: Klasse FPTAS
Die Klasse FPTAS enthdlt alle Optimierungsprobleme, fiir die man ein FPTAS angeben
kann.
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Die Klasse der Optimierungsprobleme, mit denen wir uns beschéftigen ist folgendermafien
definiert:

Definition: Klasse APX
APX ist die Klasse der Optimierungsprobleme, fiir die es einen polynomiellen Approxi-
mations Algorithmus mit einer Performance p > 1 gibt.

Die Klasse APX enthélt offensichtlich PO, PTAS und FPTAS. Die Probleme, denen in
dieser Diplomarbeit besondere Aufmerksamkeit gewidmet wird, sind Probleme, die zu
APX gehoren und fiir die man gleichzeitig beweisen kann, daf es kein PTAS gibt.

1.3 Problemliste

In diesem Kapitel sollen die Probleme vorgestellt werden, die im weiteren Text erwéhnt
werden. Gleichzeitig dient die Liste als Namenskonvention fiir diese Arbeit.

Zuerst werden die verschiedenen Varianten von Satisfiability (d.h. Erfiillbarkeit) erklért.
Eine boolesche Formel iiber eine Menge von Variablen X = {xy, 23, ..., z}} ist rekursiv
wie folgt definiert:

e Jede Variable z; ist eine boolesche Formel.
e Die Negierung einer Formel F ist wieder eine boolesche Formel; in Zeichen: F.

e Die Verkniipfung zweier boolescher Formeln F; und F3 durch jund“ (Konjunktion)
ist eine boolesche Formel; in Zeichen: F| A F5.

e Die Verkniipfung zweier boolescher Formeln F; und F; durch ,oder* (Disjunktion)
ist eine boolesche Formel; in Zeichen: F; V F5.

Eine negierte Variable T; oder nicht negierte Variable x; nennt man Literal. Eine boolesche
Formel ist in konjunktiver Normalform (CNF), wenn sie als F} A Fy A... A F,, geschrieben
ist und jede Formel aus einer Disjunktion von Literalen besteht; das heif3t z.B. : F} =
(x1 V 29 V 23). Die Teilformeln Fi,. .., F, werden in diesem Fall ,, Klauseln* genannt.

Eine Belegung weist jeder Variablen xz; einen Wert aus {wahr, falsch} zu, d.h. sie kann
als Funktion f : X — {wahr, falsch} verstanden werden.

Eine Belegung erfiillt eine boolesche Formel, wenn die Formel, sobald man sie mit der
Belegung auswertet, ,, wahr® ergibt. In Englisch heif3t die Belegung deshalb satisfying
assignment.

Folgende Problemvariationen werden unterschieden:

SAT Das Entscheidungsproblem: Gegeben ist eine boolesche Formel in CNF'.
Gibt es eine Belegung, die die Formel erfiillt 7
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3-SAT Das Entscheidungsproblem SAT, mit der Einschrinkung, dafl jede
Klausel hdchstens 3 Literale enthilt.

E3-SAT Das Entscheidungsproblem SAT, mit der Einschrinkung, daf} jede
Klausel genau 3 Literale enthélt.

Da SAT das erste Problem war, von dem bewiesen wurde, dal es NP-vollstindig ist
und damit die Basis fiir alle weiteren NP-Vollstindigkeits-Beweise ist, ist es natiirlich
besonders wichtig. Die Einschrankungen sind ebenfalls NP-vollstindig und lassen sich
leichter analysieren, besonders E3-SAT. Die Problemgrifie |z| einer Instanz wird oft als
Anzahl der Klauseln angegeben.

Man kann noch die zusétzliche Einschrinkung treffen, dafl jede Variable nicht mehr als
k-mal in der Formel auftaucht. In diesem Fall hingt man an die Bezeichnung ein KOCC
an, z.B. E3-SAT-50CC, wenn jede Variable nur 5mal vorkommen darf.

Neben den Entscheidungsproblemen gibt es natiirlich auch die entsprechenden Maximie-
rungsprobleme. Die Aufgabe lautet jetzt, mit einer Belegung moglichst viele Klauseln
zu erfiillen. Die Optimierungsvarianten von SAT werden durch ein vorangestelltes MAX
gekennzeichnet, z.B. MAX-E3-SAT.

Nahe Verwandte zu MAX-SAT sind die Optimierungsprobleme, bei denen es darum geht,
ein System linearer Gleichungen iiber dem Korper Fy zu 16sen (d.h. eine Variable darf nur
die Werte 1 und 0 annehmen). Hier gibt es:

MAX-LIN2 Gegeben sei ein (iiberbestimmtes) lineares Gleichungssystem iiber
dem F,. Bestimme eine Belegung fiir die vorkommenden Variablen,
die die Anzahl der erfiillten Gleichungen maximiert.

MAX-EL-LIN2 Das Problem MAX-LIN2 unter der Einschrinkung, dafl jede Glei-
chung genau k£ Variablen enthilt.

Als Problemgroflie wird oft die Anzahl der Gleichungen verwendet. Das Nicht-
Approximierbarkeits-Ergebnis fiir MAX-E3-LIN2 von Hastad [26] ist Ausgangsbasis fiir
eine ganze Reihe von weiteren Nicht-Approximierbarkeits-Beweisen. Es sei noch erwéhnt,
daB es kein entsprechendes Entscheidungsproblem gibt. Kann man ein Gleichungssystem
16sen, d.h. alle Gleichungen erfiillen, dann findet man die Losung mit Hilfe des Gaufischen
Algorithmus in polynomieller Zeit.

Man kann wieder die Anzahl der Vorkommen einer Variablen einschrinken, indem man

ein kOCC anhéngt. Z.B. MAX-E2-LIN2-30CC.

Die beiden beschriebenen Problemklassen haben eine dhnliche Struktur. Es gibt einen
Satz von Variablen X = {x1,...,z,} und eine Reihe von Bedingungen (in Englisch Cons-
traints), die erfiillt werden sollen. Man kann diese Idee generalisieren und erhélt dann die
so genannten Constraint Satisfaction Problems (CSPs):
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Definition: Constraint-Funktion
Eine Constraint-Funktion mit k Parametern ist eine Funktion der Form:

f:{0,1}* = {0, 1}

Definition: Constraint

Gegeben sei eine Menge von Variablen X = {xy,...,z,}. Ein Constraint ist ein Paar
C = (f,(i1,...,i)), wobei f eine Constraint-Funktion mit k Parametern ist und 1 <
Uy .oyt < n gilt.

Ein Constraint ist durch eine Belegung ' fiir x4, ..., z, erfiillt, wenn gilt:

f@) =1

Eine Constraint Familie ist eine endliche Menge F, deren Elemente Constraint Funktionen
sind.

Ein Constraint (f, (i1,...,4)) gehort zu F wenn f € F.
Ein CSP wird jetzt definiert als:

MAX F Gegeben ist eine Menge an Variablen X = {xy,...,2,} und eine Menge
an Constraints {C,...,Cy,} fiir X aus F. Finde eine Belegung, die die
Anzahl der erfiillten Constraints maximiert.

Als néchstes werden ein paar Graphenprobleme definiert. Ein Graphenproblem, das auch
zu den CSPs gehort ist:

MAX CUT Gegeben ist ein Graph G(V, E). Finde eine Teilmenge X C V, so daf} die
Anzahl der Kanten {z,y} € F, die X mit V' verbinden maximiert wird.
Eine Kante verbindet X mit V' wenn entweder x € X und y € V' \ X gilt,
oderz € V\ X und y € X.

Zwei prominente Graphenprobleme, die nicht zu APX gehéren (zumindest ohne Ein-
schrinkungen), und die auch keine CSPs darstellen sind:

TSP Die Abkiirzung steht fiir Traveling Sales Person. Gegeben ist ein vollstéandi-
ger Graph G(V, E) und eine Gewichtsfunktion ¢ : £ — N. Finde eine
Tour durch G, die die Summe der Gewichte der benutzten Kanten mini-
miert. Eine Tour ist dabei eine Permutation aller Knoten V' = {vy,..., v, };
bei 5 Knoten 7.B. w3, v, v4,v9,v5; bei dieser Tour werden die Kanten

{vs,vi}, {vi, 04}, ..., {vs,v3} benutzt.

MAX CLIQUE Gegeben sei ein Graph G(V, E). Finde eine Teilmenge X C V, so da} X
eine CLIQUE ist und die Anzahl der Knoten in X maximiert wird. X ist
eine CLIQUE, wenn fiir jedes Knotenpaar z1,xs € X gilt {x1, 25} € E.
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Der grofle Unterschied der beiden letzten Probleme zu CSPs ist, daf§ sie nicht aus einer
Reihe von unabhéngigen Constraints bestehen. In einem CSP kann man ein Constraint
iiberpriifen, ohne die restlichen Constraints zu beriicksichtigen.

Weder bei TSP noch bei MAX CLIQUE gibt es solche lokalen Constraints. Die beiden
Probleme sind sehr viel globalerer Natur.



10

2 Nicht-Approximierbarkeit und das PCP-Theorem

Viele Probleme aus der Praxis sind Optimierungsprobleme aus NPO. Durch einen Beweis,
daf} es sich bei einem Optimierungsproblem um ein NP-schweres Problem handelt, weif}
man zwar, dal es (wenn NP # P ) keinen Algorithmus gibt, der immer die optimale
Losung findet, aber man weifl nichts iiber die Approximierbarkeit eines Problems.

Da man in der Praxis zumindest eine einigermafien gute Losung benotigt, sind fiir viele
Probleme Algorithmen mit einer garantierten Performance bekannt; die Techniken, um
solche Algorithmen zu entwickeln, wurden ebenfalls immer weiter verfeinert.

Beweise fiir die Tatsache, daf sich ein Problem nicht beliebig gut approximieren 148t, gab
es allerdings anfangs nur sehr wenige; die ersten dieser Beweise benutzen einige grundle-
gende Techniken, die im Folgenden niher erldutert werden.

2.1 Bootstrapping

Nehmen wir an, wir haben einen Algorithmus fiir ein Problem, der eine garantierte Per-
formance besitzt. Ein offensichtlicher Ansatz, die Performance zu verbessern ist es, die
Eingabe durch eine Vorverarbeitung so aufzubereiten, daf sich die Performance erhoht.
Kann man die Vorverarbeitung wiederholt anwenden, 148t sich die Performance manchmal
immer weiter verbessern.

Mit dieser Vorgehensweise man kann auch negative Ergebnisse beweisen.

Zum Beispiel 148t sich zeigen:

Wenn es einen Algorithmus gibt, der fir MAX-CLIQUE eine Lisung mit einer Perfor-
mance von mindestens rqy findet, dann gibt es auch einen Algorithmus, der eine Lisung
mit einer beliebigen Performance 1,0, > 1 findet.

Beweis:

Nehmen wir an, es ist ein Graph G = (V, E) gegeben. Aus dem Graphen wird ein neuer
Graph G’ = (V', E’) gebaut. Die Knotenmenge V' ist V' x V', wobei mit x das kartesische
Produkt gemeint ist. Fiir die Kantenmenge F’ gilt:

{(zi, ), (x2,2)} € E' <= ({z1,22} € E)V (x1 =22 A{1h, 42} € E)

Es gilt: [V'| = [V[> und |E'| = O(|V[*).

Nehmen wir an, C' ist eine Clique in G. Man kann leicht iiberpriifen, dafl es dann in G’
auch eine Clique C’ gibt, die aus den Knoten

C'={(z,y):x e CAhyeC}

besteht; die Umkehrung gilt ebenfalls und es gilt |C’| = |C|?. Daraus folgt natiirlich auch
opt(G') = opt(G)*.
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Nehmen wir an, es gébe einen Algorithmus A, der eine garantierte Performance von rq,
hat. Wendet man diesen Algorithmus auf G’ an, erhilt man eine Clique C’, fiir die gilt:

opt(G")

Talt

C' >

Betrachtet man die zu C' korrespondierende Clique C' in GG, dann gilt deshalb offensicht-

lich:
opt(G") _ opi(G)
ICl=VIC" = =
Talt vV Talt
Das bedeutet, man hat durch die Umwandlung von G in G’ einen Algorithmus gefunden,
der fiir G eine Performance von mindestens r,., = /7w hat.

Da man diese Umwandlung wiederholt anwenden kann, kann man die Performance beliebig
nahe an 1 anndhern (auch wenn die Laufzeit dabei natiirlich immer linger wird.)

Tatsédchlich war Hastad [25] in der Lage zu zeigen, dafl sich MAX CLIQUE fiir einen
Graphen mit n Knoten nicht besser als n'=¢ approximieren lifit. MAX CLIQUE gehéort
also nicht zu APX.

Eine Variante des Bootstrappings erlaubt es einem zu zeigen, dafl ein Problem P nicht in
FPTAS \ PO sein kann, wenn das Maf} der optimalen Losung durch ein Polynom in der
Grofle der Eingabe beschrinkt ist.

Beweis:

Nehmen wir an, P = (Z, SOL, val, goaly gehort zu FPTAS; deshalb gibt es einen Algorith-
mus A(z,€) € SOL(z), der eine Losung fiir € 7 mit Performance 1+ ¢ findet und dessen
Laufzeit durch ein Polynom in |z| und 1/e beschrinkt ist.

Nehmen wir an, daf gilt opt(x) < p(|z|) und p ein Polynom ist. Wir wéhlen dann e =
1/(p(|z|) + 1); daraus folgt:

11 _ 1 gval(x’A(x’e))§1+e:1+
1+ o 1+e opt(x) p(lz]) +1
Fiir ein Minimierungsproblem folgt:
opt()
val(z, A(x,e)) < opt(x)+
(@, A(w,0) < optla) + P
opt()
val(x, A(x,€)) — opt(x) < <1
(7, A, ) = opt(e) < P

Fiir ein Maximierungsproblem folgt:

val(z, Az, €))

opt(r) < wal(z, A(z,€)) + p(lz]) + 1
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val(z, A(x,€)) < opt(x)

opt(z) — val(z, A(z,€)) < p(jz)) +1 = p(jz]) +1

<1

Da laut der Definition von Optimierungsproblemen opt und val Integerwerte zuriickliefern,
hat der Algorithmus die optimale Losung gefunden. Die Laufzeit ist durch ein Polynom
in |z| und 1/e = 1+ p(|z|) beschrinkt; d.h. sie ist insgesamt polynomiell in |z|. Also muf}
P € PO gelten.

2.2 Die ,,Gap* Technik

Mit einer anderen Technik 148t sich zeigen, dafl das allgemeine Traveling Sales Person
(TSP) Problem nicht zu APX gehoren kann, d.h. das es keinen Algorithmus mit garan-
tierter Performance r > 1 fiir dieses Problem geben kann. Wir folgen der Darstellung in
8]-

Dazu zeigt man, dal man mit Hilfe eines solchen Algorithmus ein NP-vollstédndiges Pro-
blem in polynomieller Zeit 16sen konnte; wenn gilt NP # P | dann ist das ein Widerspruch,
d.h. die Behauptung das es einen solchen Algorithmus gibt ist falsch.

Das Problem, das als Ausgangsbasis dient, ist das Hamiltonsche Kreis (HK) Entschei-
dungsproblem; d.h. gegeben sei ein Graph G(V, E) mit n = |V| und man soll entscheiden,
ob dieser Graph einen Kreis enthilt, der durch alle Knoten geht.

Dieses Problem ist schon in der Struktur dhnlich zu TSP; um HK zu l6sen, bauen wir
aus GG wieder einen neuen vollstindigen Graphen G'(V', E'), bei dem V' =V ist und eine
Kante {z,y} € E' folgendes Gewicht g(x,y) erhilt:

J1 wenn {z,y} € E,
9(@.y) = { 14 dn sonst.

Wenn es in G einen Hamiltonschen Kreis gibt, dann hat die optimale Tour fiir das TSP
Problem in G’ eine Lénge von genau n, weil dann genau n Kanten der Liange 1 benutzt
werden. Eine Losung, die keinen Hamiltonschen Kreis in G benutzt, hat als Linge min-
destens n + dn = n(1 + 9).

Héitte man einen polynomiellen Algorithmus fiir TSP mit einer besseren Performance als
1+ 9, dann wiirde dieser Algorithmus — wenn es einen Hamiltonschen Kreis gibt — immer
das Optimum finden. Damit kénnte man das HK Entscheidungsproblem in polynomieller
Zeit 16sen; deshalb kann es so einen Algorithmus — unter der Annahme NP # P — nicht
geben.

Da 0 nicht weiter eingeschrinkt worden ist, kann TSP nicht zu APX gehoren.

Ein weiteres Beispiel dieser Technik ist das 3-Farben-Problem: ,Wenn man einen Graph
hat, kann man dann mit 3 Farben jeden Knoten so einfirben, dafl benachbarte Knoten un-
terschiedliche Farben haben? “. Dieses Entscheidungsproblem ist ebenfalls NP-vollstindig
135].
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Betrachtet man die Optimierungsvariante, bei der gefragt ist, wie viele Farben benotigt
werden, dann kann es keinen Algorithmus geben, der eine bessere Performance als 4/3
hat. Ein solcher Algorithmus miiite ndmlich fiir jeden Graphen der 3-farbbar ist, die
entsprechende Féarbung finden, und damit kénnte man das Entscheidungsproblem in po-
lynomieller Zeit 16sen.

Formal kann man die benutzte Technik so formulieren (nach [8]):

Sei D ein NP-vollstindiges Entscheidungsproblem und P ein Minimierungsproblem aus
NPO. Nehmen wir an, daf$ es zwei Funktionen f :ZTp — Ip und c:Zp — N gibt und
eine Konstante gap > 0, so daf fir alle x € Tp gilt:

opt(f(z)) < c(x) wenn  SOL(x) # ()
opt(f(z)) > c(x)(1+ gap) wenn  SOL(x) =)

Dann kann es keinen Approximations Algorithmus fiir P mit einer besseren Performance
als 1 + gap geben, falls NP # P .

Beweis:

Nehmen wir an, es gébe einen Algorithmus A, der eine bessere Performance als (1 +
gap) hat. Wir konnen jetzt das Problem D in polynomieller Zeit 16sen, indem wir den
Algorithmus fiir P verwenden. Dazu benutzt man die Instanz y = f(z) von P:

e Nehmen wir an SOL(x) = (). In diesem Fall ist opt(y) > ¢(z)(1+gap). Der Algorith-
mus liefert also eine Losung s = A(y), bei der auf jeden Fall val(y, s) > c(z)(1+gap)
gilt.

e Wenn SOL(z) # 0, dann ist opt(y) < c(x). Weil der Algorithmus eine bessere
Performance als (1 + gap) hat, gilt fiir die ausgegebene Losung s = A(y) auf jeden
Fall val(y, s) < ¢(x)(1 + gap)

Da man c¢(z),f(x),s und val(y, s) zusammen in polynomieller Zeit berechnen kann, kann

man an Hand von val(y, s) das Entscheidungsproblem 16sen. Das ist ein Widerspruch zur
Annahme NP #P .

Mit genau der gleichen Argumentation, kann man die Gap-Technik auch auf Maximie-
rungsprobleme anwenden. Dazu mufl das Optimum von f(x) nur entweder grofer als ¢(z)
oder kleiner als ¢(z)/(1 + gap) sein.

Leider ist diese Technik nur schwer anwendbar, wenn bei einem Problem das Optimum
mit wachsender Grofle der Instanz gegen unendlich geht.

Nehmen wir zum Beispiel 3-SAT: Wenn man eine Instanz x von 3-SAT betrachtet, dann
stellt die Frage der Erfiillbarkeit ein NP-vollstdndiges Entscheidungsproblem dar. Nimmt
man als Optimierungsproblem MAX-3-SAT, dann kann man als ¢(z) einfach die Anzahl
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der Klauseln nehmen. Wenn diese Anzahl m ist, dann miifite fiir nicht erfiillbare Instanzen
gelten:

opt(z) < _m
~ (1+gap)
m
gap = opt(z)
m — opt(x)
&ap opt(x)

Das bedeutet, das Verhéltnis zwischen der Anzahl an erfiillbaren Klauseln (op#(z)) und der
Anzahl an nicht-erfiillbaren Klauseln (m — opt(z)) miiite bei nicht erfiillbaren Instanzen
immer groBer als die (beliebige) Konstante gap sein. Leider ist nicht klar, warum bei
einer beliebigen Instanz von 3-SAT die optimale Lésung nicht z.B. genau m — 1 Klauseln
erfiillen kann. Die gap geht bei solchen Instanzen mit wachsendem m gegen Null.

Nehmen wir an, eine Instanz von 3-SAT konnte auf eine andere Instanz von 3-SAT Karp-
reduziert werden, bei der gilt: Ist die Instanz unerfiillbar, dann ist das Verhé&ltnis zwischen
unerfiillten und erfiillten Klauseln bei einer optimalen Belegung grofier als eine (kleine)
Konstante gap.

Gébe es eine solche Reduktion, dann kénnte man die Gap-Technik auf die reduzierte
Instanz anwenden und wiirde sofort ein Nicht-Approximierbarkeits-Ergebnis fiir MAX-3-
SAT erhalten.

Leider kennt man bis jetzt keine einfache Reduktion, die diese Eigenschaft besitzt. Die ein-
zige (theoretische) Methode, eine solche Reduktion zu bauen, basiert auf einem Theorem,
das erst vor weniger als 10 Jahren entdeckt worden ist.

2.3 Das PCP-Theorem

Die Frage nach unteren Schranken fiir Approximationsalgorithmen wurde bereits ausfiihr-
lich bei Garey und Johnson in ihrem Buch iiber NP-vollstindige Probleme diskutiert [22].

Allerdings wurden wirklich aussagekréftige Ergebnisse erst moglich, nachdem man die
Verbindung zwischen ,Interactive Proofs“ und der Approximierbarkeit von Problemen
herstellte [19, 16]. Interactive Proofs wurden urspriinglich aus einer anderen Motivation
heraus unabhingig von Goldwasser, Micali, Rackoff [24] und Babai [10, 9] eingefiihrt. Die
Verallgemeinerung zu ,,multi-prover protocols“ stammt von Ben-Or, Goldwasser, Kilian,
Widgerson [12].

Zum Verstéindnis der folgenden Erlduterungen mufl man sich noch einmal die Definition
der Klasse NP ins Gedéchtnis rufen: Ein Entscheidungsproblem gehoért zu NP, wenn man
einen Beweis fiir eine positive Antwort in polynomieller Zeit {iberpriifen kann.

Nehmen wir als Beispiel wieder SAT. Ein Beweis fiir die Erfiillbarkeit einer booleschen
Formel ist einfach eine Belegung der Variablen, bei der die Formel erfiillt ist. Angenommen
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ein Priifer wiirde nur einen Teil des Beweises, d.h. nur einen Teil der Belegung fiir die
Variablen erfahren. Eventuell kénnte er dann bereits entscheiden, ob der Beweis korrekt
ist oder nicht; wenn zum Beispiel eine Klausel von dieser partiellen Belegung bereits nicht
erfiillt wird, dann kann man den Beweis sicher ablehnen. Die Entscheidung, ob abgelehnt
wird oder nicht, hingt also offensichtlich davon ab, welchen Teil des Beweises der Priifer
zu sehen bekommt.

Dieses Konzept des Priifers soll jetzt formalisiert werden:

Definition: Verifier
Ein Verifier ist ein Algorithmus, der als Eingabe drei Dinge bekommt:

1. FEine Instanz x € T eines Entscheidungsproblems (Z,SOL) .
2. Einen Bitstring r mit zufdlligen Bits.

3. Einen Beweis p fir SOL(x) # 0, der wieder aus einem Bitstring besteht.

Der Verifier V(x,r,p) akzeptiert (gibt JA aus) oder verwirft (gibt NEIN aus) den Beweis
in polynomieller Zeit. Dabei berechnet der Verifier die Antwort in zwei Phasen: Erst wird
durch r ausgewdhlt, welcher Teil von p gelesen wird. (Die Zufallsbits adressieren also die
Bits, die von p ausgelesen werden.) Dann wird an Hand von x und des gelesenen Teils
von p JA oder NEIN ausgegeben.

Man kann die Anzahl der zufilligen Bits durch eine Funktion r(|z|) beschréinken und die
Anzahl der von p eingelesenen Bits durch eine Funktion p(|z|). Einen solchen Verifier
nennt man (r(n),p(n)) beschrinkt, wobei n = |z|.

Es ist kaum vorstellbar, dafl ein Verifier sehr oft eine verniinftige Antwort ausgibt. Das
liegt vor allem daran, dafl man bei einem normalen Beweis fiir z.B. SAT kaum redundante
Informationen hat. Die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Verifier einen Beweis verwirft ohne ihn
komplett zu lesen, erscheint fiir grofle Instanzen gering.

Allerdings ist in der Definition nicht gesagt, wie der Beweis kodiert ist. Man kann sich
jetzt vorstellen, dafl man den Beweis redundant kodiert, so dafl eventuelle Fehler leichter

bemerkt werden konnen. Solche Beweise nennt man Probabilistically Checkable Proofs
oder kurz PCPs [21, 7).

Mit Hilfe von PCPs kann man jetzt eine neue Klassifizierung von Entscheidungsproblemen
definieren:

Definition: Klasse PCP(r(n),p(n))
Ein Entscheidungsproblem P = (Z,SOL) gehirt zur Klasse PCP(r(n),p(n)) wenn es
einen (r(n),p(n)) beschrinkten Verifier gibt, so daf fir jede Instanz x € T gilt:

1. Wenn SOL(x) # O dann gibt es einen Beweis p, bei dem der Verifier fir jede
mdgliche Kombination an Zufallsbits JA ausgibt, d.h.

Pr(V(z,r,p) = ,JAY) =1
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2. Wenn SOL(x) =0, dann gilt fiir jeden Beweis p:

Pr(V(z,r,p) = ,JA®) <

DN |

Die Wahrscheinlichkeit Pr(-) wird dabei unter der Voraussetzung berechnet, daf§ alle
Kombinationen an Zufallsbits gleich wahrscheinlich sind.

Es ergeben sich sofort einige Folgerungen:
P = PCP(0,0)

Der Verifier kann einfach die Lésung der Instanz in polynomieller Zeit berechnen und
dann danach entscheiden. Es werden also keine Zufallsbits und kein Beweis gebraucht.

NP = PCP(0,poly(n)) := | J PCP(0,n")

k>

Da ein Beweis fiir eine positive Antwort fiir ein Problem aus NP immer in polynomieller
Laufzeit iiberpriift werden kann, folgt daraus auch, dafl die Linge des Beweises durch
ein Polynom beschrinkt ist. Der Verifier kann daher den gesamten Beweis einlesen und
ihn dann laut der Definition von NP in polynomieller Laufzeit iiberpriifen; zufillige Bits
werden ebenfalls nicht verwendet.

Jetzt ist die Frage, was passiert, wenn man wirklich Zufallsbits zuldft und nicht mehr den
gesamten Beweis einliest. Das erstaunliche Ergebnis lautet [6, 8, 28, 27]:

NP = PCP(O(log(n),0(1))

Das heif}t, dafl der Verifier bereits mit einer konstanten Anzahl an Bits probabilistisch
sinnvolle Entscheidungen treffen kann; (die Anzahl ist also unabhéngig von der Linge der
zu iiberpriifenden Instanz des Problems; tatsichlich ist sie sogar unabhingig von der Art
des Problems!)

Die Beschriankung der gelesenen Zufallsbits auf O(log(n)) besagt, dal man alle Positionen
des Beweises auslesen kann; wenn man klog(n) zufillige Bits hat, dann gibt es nimlich
oklog() — pk verschiedene Moglichkeiten fiir die Belegung der Bits; da die Linge des
Beweises durch ein Polynom in der Lénge der Instanz beschriankt ist, kann man also alle
Positionen adressieren. Der lineare Faktor £ hangt von der Art des Problems ab.

2.4 Nicht-Approximierbarkeit

Man kann die Wahrscheinlichkeiten, mit der ein Verifier Beweise akzeptiert, verallgemei-
nern. Die Wahrscheinlichkeit, mit der ein Verifier einen richtigen Beweis akzeptiert, nennt
man Completeness; die Wahrscheinlichkeit mit der er einen falschen Beweis akzeptiert
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Soundness. Man schreibt dann PC'P¢(r(n),p(n)), wobei mit ¢ die Completeness und mit
s die Soundness gemeint ist.

Die Frage, wie grof§ die genaue Anzahl der eingelesenen Bits des Beweises, die Completen-
ess und Soundness sein miissen, damit PC'P¢(O(log(n)), O(1)) noch NP charakterisiert
spielt eine entscheidende Rolle fiir die nicht Approximierbarkeit von Problemen. Deshalb
wurde nach der Entdeckung des PCP-Theorems versucht diese Werte zu verbessern [4, 5].

Hastad [26] gelang es zum ersten Mal ein optimales Ergebnis zu beweisen. Er zeigte,
daB es fiir MAX-E3-SAT keinen Algorithmus mit einer besseren Performance als 8/7
geben kann, wenn P # NP. Gleichzeitig konnten Karloff und Zwick [29] zeigen, daB} es
einen polynomiellen (deterministischen) Algorithmus gibt, der MAX-E3-SAT mit einer
Performance von 8/7 16st. Die untere Schranke von 8/7 ist damit die beste, die man
beweisen kann und ist in diesem Sinne optimal.

Um hervorzuheben, wie wichtig das PCP-Theorem fiir Nicht-Approximierbarkeits-Beweise
ist, soll mit der Charakterisierung von NP durch PC Py .<(O(log(n)), 3) [26] eine (nicht
optimale) untere Schranke fiir die Approximierbarkeit von MAX-E3-SAT gezeigt werden.

Durch die Charakterisierung ist es moglich, eine Reduktion zu beschreiben, die eine be-
liebige E3-SAT Instanz auf eine neue E3-SAT Instanz reduziert, bei der in unerfiillbaren
Fillen mindestens ein konstanter Anteil der Klauseln unerfiillt ist. Diese Reduktion fiihrt,
wie in dem Kapitel iiber die Gap-Technik beschrieben, zu einer unteren Schranke fiir
Approximierbarkeit.

Nehmen wir an, wir haben den (O(log(n)),3) beschrinkten Verifier, der Beweise von
Instanzen aus E3-SAT iiberpriift.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, konnen wir annehmen, dafl der Verifier immer
genau 3 Bits des Beweises erfragt, auch wenn er nicht alle davon benutzt.

Es sei eine Instanz x von E3-SAT und der dazugehorige Beweis p gegeben. Nehmen wir
an, dal wir fiir jedes Bit im Beweis eine Variable p[i] einfiihren, die den Wert dieses
Bits erhilt. Da der Verifier nur klog(|z|) Zufallsbits einliest, kann es auch nicht mehr als
2klog(2l) — |2|¥ verschiedene Variablen geben.

Fiir jeden moglichen Zufallsstring r liest der Verifier drei verschiedene Variablen ein, die
mit p[ri], p[r2] und p[rs] bezeichnet werden.

Fiir einige 3-Tupel (p[r1], p[ra], p[r3]) akzeptiert der Verifier und fiir andere nicht. Nehmen
wir z.B. an, er verwirft den Beweis fiir die folgenden 3-Tupel (bei einem festgelegten
Zufallsstring): {(0,0,0), (0,1,1), (1,0,0), (1,1,1)}.

Fiir jedes dieser Tupel konstruieren wir jetzt eine Klausel mit 3 Literalen, die genau
dann erfiillt ist, wenn (p[ri], p[r2], p[r3]) nicht den Wert des Tupels annimmt. Fiir das
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angegebene Beispiel erhilt man die vier Klauseln:

(p[ﬁ] V plra] V p[r3])
(p[ﬁ] V plra] V p[r3])
(P[Tl] V plra] V P[T3])

Da es insgesamt nur 8 mdgliche 3-Tupel gibt und nicht mehr als n* verschiedene Zufalls-
strings, erhalten wir eine neue boolesche Formel, die héchstens 8n* Klauseln enthélt.

Gibt es einen Beweis, bei dem der Verifier immer akzeptiert, dann ist die erzeugte Formel
erfiillbar; die Belegung der Variablen entspricht genau den Bits dieses Beweises. Gibt es
diesen Beweis nicht, dann miissen be: jedem Beweis mindestens 24 Prozent der Zufalls-
strings  den Verifier zum Ablehnen bringen, d.h. fiir einen ablehnenden Zufallsstring mufl
mindestens eine der maximal 8 moéglichen Klauseln nicht erfiillt sein.

Von maximal 8n* Klauseln sind also bei unerfiillbaren Instanzen mindestens 0, 24n* Klau-
seln unerfiillbar. Mit Hilfe der Gap-Technik folgt daraus, daf§ sich MAX-E3-SAT nicht
besser als 8/7.76 approximieren 148t.

2.5 Hastads optimale Ergebnisse

Am Schluf} seien noch einmal alle Ergebnisse von Hastad [26] tabellarisch aufgelistet. Er-
gebnisse bei denen obere und untere Schranke zusammen fallen sind in dem Sinn optimal,
daB sich nichts besseres beweisen 148t.

obere Schranke untere Schranke
Konstante | Quelle Konstante
E3-LIN2 2 Folklore 2—¢€
E3-LINp p Folklore p—¢€
E3-LINI T Folklore IT| — €
E2-LIN2 1.1383 23] Z—¢
E3-SAT g 29] i
E2-SAT 1.0741 20] Z_¢
E4-Set Splitting % Folklore % —€
MAX-CUT 1.1383 23] ==
MAX-di-CUT 1.164 23] = —€
Vertex Cover 2 [22] Y
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3 AP-Reduktionen und Gadgets

Will man beweisen, daf} ein neues Entscheidungsproblem P,., NP-vollstindig ist, sucht
man sich ein altes Entscheidungsproblem P,;, von dem schon bekannt ist, dafl es NP-
vollsténdig ist; dann versucht man eine Karp-Reduktion von P,; auf P,., zu finden.
Gelingt es einem zu zeigen, dafl es eine Karp-Reduktion gibt, dann hat man damit auch
gezeigt, dal P,., NP-vollstindig ist.

Im Falle von NP-vollstindigkeits Beweisen reicht eine Reduktion auf ein einziges altes
Problem, um zu zeigen, das ein neues Problem genau so schwer ist wie alle anderen NP-
vollstdndigen Probleme.

Bei Optimierungsproblemen ist auf den ersten Blick nicht einmal klar, welche Art von
Reduktion gebraucht wird. Obwohl es offensichtlich erscheint, dafl ein Problem aus PTAS
leichter ist als ein Problem aus APX \ PTAS ist nicht klar, was fiir eine Reduktion dafiir
benotigt wird. Noch schwerer vorstellbar ist die Idee von APX-vollstdndigen Problemen,
d.h. Probleme, mit deren Hilfe man alle Probleme aus APX beschreiben kann.

3.1 AP-Reduktionen

Fiir Approximationsuntersuchungen braucht man eine Reduktion, die nicht nur die In-
stanzen und Losungen von zwei Problemen aufeinander transformiert, sondern auch noch
die Qualitit der Losungen erhélt.

Eine solche Reduktion nennt sich AP-Reduktion und ist wie folgt definiert.

Definition: AP-Reduktion

Seien Py und P, zwei Optimierungsprobleme aus NPO. P,y heifit AP-reduzierbar auf
Pew in Zeichen Py <ap Ppew, wenn es zwei Funktionen f und g und eine Konstante
a >0 gibt, so daf$ gilt:

1. Fiir jede Instanz xq: € Ip,,, und fiir jede reelle Zahl & > 0 gilt:
Tneuw = f(xalta 6) € IPneu'

2. Fiir jede Instanz x.; und fir jede reelle Zahl 6 > 0 gilt:
Speu € SOL(xneu) = Sait = g(xalt: Sneus 5) € SOL(xalt)

3. f und g lassen sich fiir jede feste reelle Zahl § > 0 in polynomieller Zeit berechnen.
4. Fiir jede Instanz xqy, fir jedes 6 > 0 und fiir jedes Sy, gilt:

1 val (Tnew, Snew) 14— 1 val (Ta, Sait)
146 = opt(pew) — 1+ad = opt(za)

<l+ad
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Die Definition stammt von Creszenzi, Kann, Silvestri und Trevisan [18] und ist zur Zeit die
allgemein akzeptierte Beschreibung fiir Reduktionen zwischen Optimierungsproblemen.

Die Abkiirzung AP steht fiir Approximation Preserving, also approximationserhaltend.
Die Abkiirzung hebt Punkt vier der Definition hervor, der garantiert, dafl die Qualitéit
einer beliebigen Losung von [, bei der Transformation bis auf einen Faktor o erhal-
ten bleibt. Das bedeutet auch, dal das Optimum von I, durch g(Zu, Speu,d) auf das
Optimum von [I,; abgebildet wird.

Existiert eine AP-Reduktion von einem Problem P,;; auf ein Problem P,., so folgt daraus,
daf} P,., mindestens so schwer ist wie P,;; oder anders herum, dafl P,;; nicht schwerer ist
als P,y

Mit Hilfe von AP-Reduktionen lassen sich deshalb zwei Dinge zeigen: Ist P,., € APX
und ist P,; <ap Pyeu, so ist auch P,; € APX, weil man durch die AP-Reduktion einen
Approximationsalgorithmus fiir P,; erhélt.

Auf der anderen Seite kann P,., nicht zu PT AS gehoren, wenn P, nicht zu PT AS gehort
und Palt SAP Pneu-

Nehmen wir zum Beispiel an, daf} sich ein Problem P,., mit einem Faktor @ auf P,; =
MAX-3SAT reduzieren 1483t und daf es einen Algorithmus A,,., gibt, der eine Performance
von 1 + § hat. Durch die AP-Reduktion gilt:
val(lalta Salt) > 1
opt(Iy) — 1+ ad

Hastad hat, wie schon vorher erwihnt, gezeigt, dal es NP-schwer ist, Instanzen von MAX-
3SAT, die erfiillbar sind, von Instanzen, bei denen hochstens (% + €) Klauseln erfiillbar
sind, zu unterscheiden [26]. Das bedeutet:

7 1
8 = 1+ ad
T+T7a0 > 8
5 s L
Ta
1 1
T+ 7 149
Ta 1
Ta+1 = 146

Eine Besonderheit der AP-Reduktion ist die Abhéngigkeit der Funktionen f und g von
0. Durch diese Definition wird es moglich, verschiedene Transformationen zu benutzen, je
nachdem, wie gut die Performance der betrachteten Losungen sein soll.

Auch wenn bei vielen Reduktionen diese Abhéngigkeit nicht gebraucht wird, scheint es bis
jetzt schwierig, APX-Vollstindigkeit zu beweisen, ohne die Abhéngigkeit der Funktionen
f und ¢g von ¢ zu benutzen.
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3.2 L-Reduktionen

Bereits vor der Einfithrung von AP-Reduktionen versuchte man, Klassen von Optimie-
rungsproblemen und dazugehorige vollstdndige Probleme zu finden. Papadimitriou und
Yannakakis fithrten dazu in [34] die Klassen MAX NP und MAX SNP ein, die iiber die
strukturellen Eigenschaften der zugehorigen Probleme definiert sind. Als Reduktion zwi-
schen den Problemen wurde die L-Reduktion definiert. Sie hat den Vorteil, daf} sie anders
als die AP-Reduktion unabhéngig von der Qualitéit der Losung ist.

Definition: L-Reduktion

Es seien zwei Optimierungsprobleme P, und P,., aus NPO gegeben. P,y ist auf P,e,
L-reduzierbar, (in Symbolen P, <p P,e,) wenn es zwei Funktionen f und g gibt und zwei
Konstanten 3,y > 0, so daf$ gilt:

1. FEine Instanz x4 € Ip,, wird durch f in polynomieller Laufzeit auf eine Instanz
Tneuw = f(xalt) S IPneu abgebildet.

2. Opt(xneu) < ﬂ : Opt(xalt)-

3. Eine Liosung Spey € SOL(Tpey) wird durch g in polynomieller Laufzeit auf eine
Lésung Sqp = 9(Taits Snew) € SOL(x4) abgebildet.

4' |0pt(xalt) - val(xalt; Salt)| S v |0pt(xneu) - val(xneu; Sneu)|

L-Reduktionen sind im allgemeinen nicht so méchtig wie AP-Reduktionen, aber sie sind
einfacher zu konstruieren. Um zu zeigen, daf es fiir Nicht-Approximierbarkeits-Beweise
ausreicht, eine L-Reduktion zu finden, wird folgendes gezeigt: Gegeben sind zwei Probleme
P, und P,.,, die beide zu APX gehoren, und eine L-Reduktion, so dafl P, <; P, gilt.
In diesem Fall gibt es auch eine AP-Reduktion P,; <ap Peu.

Beweis:
Wir bauen aus der L-Reduktion eine AP-Reduktion. Dazu miissen, je nachdem ob P,;; und
P,., Maximierungs oder Minimierungsprobleme sind, vier Félle unterschieden werden.

Zuerst der einfache Fall, dafl P,; und P,., beide Minimierungsprobleme sind; d.h. wenn
eine Losung s,., eine Performance von 1 + ¢ hat, ergibt sich:

Val(Z e, Sneu)
Opt(xneu)
Ual(xneua Sneu) - Opt(xneu) S 6 * Opt(xneu)

IN

1+0

Damit es eine AP-Reduktion gibt, mufl es ein festes a geben, so dal daraus fiir eine
Losung s, folgt:

val(xalta Salt)
Opt(xalt)
Ual(xalta Salt) - Opt(xalt) S aéopt(xalt)

IN

1+ ad
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Aus P, <j, Ppe, folgt aber:

|0pt(xalt) - Ual(xalta 5alt)| S v |0pt(xneu) - val(xneua 5neu)|

Weil es sich um Minimierungsprobleme handelt und die Performance von s,,., mindestens
1 4+ ¢ betrégt, folgt daraus:

val(xalta Salt) - Opt(xalt) S v (6 . Opt(xneu))
Ual(xalta Salt) - Opt(xalt) S 576 ' Opt(xalt)

Wihlt man fiir « = 73, dann kann man f und g einfach von der L.-Reduktion iibernehmen
und erhélt dadurch eine korrekte AP-Reduktion.

Nehmen wir jetzt an, daf§ P,; ein Maximierungsproblem und P,., ein Minimierungspro-
blem ist. Eine AP-Reduktion 148t sich nur dann konstruieren, wenn wir die Tatsache
benutzen, dafl P,; auch in APX liegt und es deshalb einen Algorithmus A gibt, der eine
Losung A(xqy) fiir Py in polynomieller Laufzeit findet, die eine garantierte Performance
von p > 1 hat.

Fiir die AP-Reduktion (f’, ¢', a)wird festgelegt:

e f'(xat,d) = f(xa), d.h. wir ibernehmen die Transformation der L-Reduktion.

! _ g(xalta Sneu) fir 6 S 1/(2ﬂ’7)
g (xalt; Sneuaé) - { A(xalt) sonst

D.h. wir iibernehmen ¢ nur, wenn wir uns fiir eine Performance interessieren, die
besser als 1+ 1/(247) ist.

e Die Konstante o wird auf 237 - p gesetzt; p meint dabei die Performance des Algo-
rithmus A

Mit dieser Festlegung lassen sich zwei Fille unterscheiden. Im ersten Fall muf3 gelten:
d < 1/(287v). Es folgt aus der L-reduzierbarkeit:

v (val(xneua Sneu) - Opt(xneu))
Opt(xalt) - 75 . Opt(xneu)
opt(Zair) — Y03 - 0pt(Taur)

opt(war) — val(xay, Sair)
val(Taity Sair)
val(Taits Satr)
val(Tarty Sart) 1
opt(Tait) 1=7062 1+ 2876
val(T ey Sait) 1 _ 1
opt(Tarr) 1+p28v6 1+ ad

(AVARAVARVAN

v

wegen ¢ < 1/(257)

wegen p > 1



3 AP-REDUKTIONEN UND GADGETS 23

Fiir den Fall, daf§ gilt 6 > 1/(257), folgt:

1 1
val (T, Sar) = val(xee, A(Tar)) > 2—901015(%115) > Eopt(xalt) > 601015(%1:5)

1+«

Die beschriebene AP-Reduktion ist also korrekt.
Die Beweise fiir die anderen beiden Falle funktionieren dhnlich.

Will man von einem Problem P,., ein Nicht-Approximierbarkeits-Ergebnis zeigen und
weil man, dafl es in APX enthalten ist, dann kann man also eine L-Reduktion dazu
verwenden.

3.3 Gadgets

Nachdem erklért wurde, was fiir Eigenschaften die Reduktionen haben miissen, wenn man
Probleme aus APX aufeinander reduzieren will, stellt sich natiirlich die Frage, wie man
solche Reduktionen konstruiert.

Fiir eine bestimmte Art von Reduktionen, die auf lokalen Ersetzungen beruhen, hat man
dieses Problem vollstindig gelost. Diese Reduktionen beziehen sich auf Probleme aus
MAX F.

Probleme dieser Klasse haben zuerst einmal den Vorteil, daf} sie in APX liegen. Um das
einzusehen, stellt man sich vor, dafl man eine Familie F hat, die nur aus Constraint
Funktionen mit k& Parametern bestehen. Es gibt héchstens 2 verschiedene Maglichkeiten,
die Eingabeparameter mit Werten zu belegen. Wenn man ausschlie3t, dafl F eine Funktion
enthélt, die dquivalent zu 0 ist, ergeben sich daraus zwei Konsequenzen:

1. Ein randomisierter Algorithmus, der einfach allen Variablen zuféllig eine 0 oder 1
zuweist, hat eine erwartete Performance von mindestens 2*.

Wenn nimlich F keine Null-Funktion enthilt, dann gibt es fiir eine Funktion aus
F zumindest eine von 2¥ méglichen Belegungen fiir die Parameter, bei der man
eine 1 als Ergebnis erhélt. Hat man n Constraints, die alle simultan erfiillt werden
kénnen, dann wird der randomisierte Algorithmus im Schnitt mindestens n/2* davon
erfiillen.

Daraus folgt, daf jedes Problem aus MAX F in APX liegt.
2. Wenn es n Constraints gibt, dann gibt es auf jeden Fall n/2* Constraints, die si-

multan erfiillt werden konnen, d.h. n/2* ist auflerdem eine untere Schranke fiir das
Optimum.

Der andere Vorteil an CSPs ist, dafl man relativ leicht Reduktionen zwischen zwei Pro-
blemen bauen kann. Eine Reduktion, um ein CSP auf ein anderes zu reduzieren, 1483t sich
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am einfachsten dadurch konstruieren, daf§ man ein Constraint im Ausgangsproblem durch
mehrere Constraints im Zielproblem ersetzt.

Nehmen wir an, wir wollen das MAX-E3-LIN2 Problem P, = (Zait, SOLgy;) auf das MAX-
E2-LIN2 Problem P,e, = (Zpew, SOLyer) reduzieren. Im weiteren werden wieder die glei-
chen Variablen wie immer benutzt, d.h. Zanew € Zaitnew WA Saitnen € SOLaitpen(Taitnen)-

Die fiir eine L-Reduktion nétigen Ersetzungen sehen wie in Abbildung 1 aus.

X @y z=0 Xy ®z=1

Abbildung 1: Die Ersetzungen fiir MAX-E3-LIN2 <; MAX-E2-LN2

Jede Gleichung der Form x @y ® 2z =0 oder t®y ® z = 1 aus MAX-E3-LIN2 wird durch
16 Gleichungen im MAX-E2-LIN2 ersetzt. Jede durchgezogene Kante entspricht dabei
einer Gleichung der Form u @ v = 1 und jede gestrichelte Kante einer Gleichung der Form
u@® v = 0. Bei der Ersetzung werden fiir jede urspriingliche Gleichung aus MAX-E3-LIN2
jeweils vier zusétzliche Hilfsvariablen hq, ..., hy eingefiihrt.

Wenn eine Gleichung der Form = & y @ 2z = 0 im E3-LIN2 durch eine Belegung erfiillt
ist, dann kann man die Hilfsvariablen so belegen, dafl von den 16 korrespondierenden
Gleichungen im E2-LIN2 12 erfiillt sind.

Ist dagegen eine Gleichung der Form x & y @ 2z = 0 nicht erfiillt, dann kann man von den
16 korrespondierenden Gleichungen nur 10 erfiillen.

Fiir Gleichungen der Form x & y @ z = 1 gilt das Selbe.

Das bedeutet, daf§ fiir das Optimum opt(2,e,) des E2-LIN2 gilt:
0pt(Tpey) = 10 + |Tay| + 2 - opt(ay). Dabei ist mit |24;| die Anzahl der Gleichungen im
E3-LIN2 gemeint.

Um eine Belegung s,,., des E2-LIN2 in eine Belegung des E3-LIN2 s,;; zu transformieren,
mufl man sich blof§ die Variablen der Belegung heraus nehmen, die auch im E3-LIN2
vorkommen. Dabei gilt:

Ual(xneu; Sneu) S 10 - |xalt| +2- Ual(xalta Salt)
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Fiir eine L-Reduktion muf§ noch gezeigt werden:
Opt(xneu) S ﬂ . Opt(xalt)
Dazu berechnen wir die Konstante (3, die verwendet werden muf}, damit die Ungleichung

erfiillt ist. In einem E3-LIN2 hat jedes Constraint genau 3 Parameter; deshalb gilt auf
jeden Fall opt(za;) > |war|/2®. Daher mufl gelten:

Opt(xneu) S B ' Opt(xalt)
10 - |xalt| + 2 Opt(xalt) S 5 * Opt(xalt)
10 - |xalt|
B > ——+2
Opt(xalt)
10 - |xalt|
B2~ t+2
23
g > 82

Wihlen wir also § = 82, dann ist die Bedingung opt(2,e,) < 8 - opt(24) immer erfiillt.
Weiterhin gilt:

Ual(xnem Sneu) S 10 - |xalt| + 2- Ual(xalta Salt)
Opt(xneu) —10- |xalt| —2- Ual(xalta Salt) S Opt(xneu) - Ual(xneua Sneu)
2- Opt(xalt) -2 Ual(xalta Salt) S Opt(xneu) - Ual(xneua Sneu)
1
Opt(xalt) - val(xalta Salt) S 5 (Opt(xneu) - Ual(xnem Sneu))

Alle Bedingungen fiir eine [.-Reduktion sind damit erfiillt und es folgt MAX-E3-LIN2 <j,
MAX-E2-LIN2.

Die Methode, einzelne Constraints in einer Instanz des Problems P,;; aus MAX F durch
mehrere Constraints einer Instanz des Problems P,., zu ersetzen, 143t sich formalisieren.

Dazu betrachtet man eine Ersetzung, die eine Constraint-Funktion f auf mehrere Cons-
traints aus der Constraint-Familie F abbildet:

Definition: a-Gadget [11]

Es sei o € RY, eine Constraint Funktion f : {0,1}F — {0,1}, und eine Constraint-
Familie F gegeben. Ein a-Gadget, das f auf F reduziert, besteht aus einer Menge an
Hilfsvariablen yy, ..., yn, einer endlichen Menge von reellen Gewichten w; > 0 und den
damit gewichteten Constraints C; auf F dber den Primdrvariablen xi,...,z; und den
Hilfsvariablen vy, ...,y,. Fin a-Gadget erfillt fir jede Belequng ¥ fiir x,...,x, und i
fir yy,...,yn folgende Eigenschaften:

(VE: f@) =DV Y wC i) < a
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(VZ: (%) = Zwa =

(VZ: f(Z) = Zw] (7)) <a-—1

Das a-Gadget heifit strikt, wenn aufierdem gilt:

(VZ: f(2) = 0)(3g) Zwa j) =a—1

Wenn man bei einem Gadget alle Gewichte fiir die Constraints auf 1 setzt, dann erhilt
man ein ungewichtetes Gadget.

Nehmen wir an, es gibt ein striktes, ungewichtetes a-Gadget, das eine Funktion A mit k
Parametern auf eine Constraint Familie F abbildet. In diesem Fall gilt:

MAX{h} <p MAXF

Beweis:

Nehmen wir an, dafl x4 eine Instanz von MAX {h} ist. Es sei e, = f(24) die Instanz
aus MAX F, die durch Anwendung des a-Gadgets auf alle Constraints aus x,; entsteht.
Sel Spey € SOL(Tpey); eine Losung sy erhélt man, indem man sich aus der Losung $yey
alle Werte fiir die Variablen heraus nimmt, die auch in s, vorkommen. Es sei |x4;| die
Anzahl der Constraints in z,;. Aus der Definition eines strikten a-Gadgets folgt:

Opt(xneu) = (CY - 1)|xalt| + Opt(xalt)
UaKxnmusnmJ < &Y_'lﬂlhh|+'vaKxahaSM0

Mit der gleichen Argumentation, wie bei dem Beweis fiir MAX-E3-LIN2 <; MAX-E2-
LIN2, kann man aus diesen beiden Ungleichungen die obige Behauptung zeigen.

Mit Gadgets, kann man auch leicht Nicht-Approximierbarkeits Beweise fiihren. Nehmen
wir an, ein MAX-E3-LIN2 hat n Gleichungen; Hastad hat bewiesen [26], daf§ sich MAX-
E3-LIN2 Instanzen, bei denen n — ¢ Gleichungen erfiillbar sind, nicht von Instanzen zu
unterscheiden sind, bei denen nur n/2 + ¢ Gleichungen erfiillbar sind. Daraus folgt:

Gibt es ein ungewichtetes a-Gadget, das MAX-E3-LIN2 auf ein neues Problem P aus
MAX F reduziert, dann folgt: Es gibt keinen polynomiellen Approximationsalgorithmus

2a
2a—1
Beweis:
Nehmen wir an, wir hitten einen polynomiellen Algorithmus fiir P, der eine bessere

E3-LIN2, von denen sich n — ¢ Gleichungen erfiillen lassen. Durch das Gadget gibt es in
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der Instanz von P mindestens a(n —¢€) erfiillbare Constraints. Wenn der Algorithmus s,
Constraints erfiillt, dann gilt fiir die Anzahl der erfiillten Gleichungen s,; in MAX-E3-
LIN2:

Snew < QSanp + (N — San) (a0 — 1) = an —n + suy

Aus der Annahme iiber die Performance des Algorithmus wird jetzt ein Widerspruch
abgeleitet; weil es sich um ein Maximierungs Problem handelt, gilt:

Sneu 20 — 1
a(n —€) 2
20(an — 0+ Sap) > 200800 > 2070 — 207 — an + e
208 > an — ae(2a — 1)
Salt 1 20 — 1

= >-—c
n 2 n

Da € beliebig klein werden kann, erhélt man fiir MAX-E3-LIN2 eine Losung, bei der mehr
als n/2 Gleichungen erfiillt sind. Damit weifl man aber, daf es sich um keine Instanz han-
deln kann, bei der nur n/2 Gleichungen erfiillbar sind; damit kann man ein NP-schweres
Problem l6sen, und das ist ein Widerspruch zu NP # P .

Wie man sieht, ist es entscheidend, Gadgets zu finden, die ein moéglichst kleines o haben.
Gliicklicherweise wurde entdeckt [36], wie man (beweisbar) optimale Gadgets mit Hilfe
von Linearer Programmierung konstruieren kann.

Leider funktioniert dieser Ansatz nur bei Problemen aus MAX F, bei denen durch eine
lokale Ersetzung — wie sie durch ein Gadget beschrieben wird — die Konstruktion einer
Reduktion moglich ist.

Hat man Probleme, bei denen auch globale Bedingungen erfiillt sein miissen oder bei denen
andere, nicht durch Constraints beschreibbare Einschréinkungen gelten, dann gestaltet sich
die Suche nach einer guten Reduktion immer noch schwierig.

Eine bestimmte Art von solchen Problemen wird im weiteren besprochen.
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4 Expander und randomisierte Reduktionen

Besondere Schwierigkeiten entstehen, wenn man die Nicht-Approximierbarkeit von Pro-
blemen aus Maxz F beweisen will, bei denen die Anzahl der Vorkommen einer Variablen
beschriankt sind.

Die géngigen Beweise benutzen eine Reduktion des unbeschrinkten Problems auf die
beschrinkte Variante. Die Reduktion bildet eine Variable X im unbeschrinkten Fall auf
mehrere Variablen im beschriankten Fall ab; eine Variable, die n-mal vorkommt wird auf n
Variablen X1, ..., X,, abgebildet. Jede der X; Variablen ist nur noch an einem Constraint
im urspriinglichen Problem beteiligt.

Damit eine Belegung der X; Variablen in eine Belegung fiir das urspriingliche Problem
transformiert werden kann, muf sichergestellt werden, dafl alle X; Variablen die gleiche
Belegung haben.

Fiir den Beweis, dafl der beschrinkte Fall ebenso wie der unbeschrinkte Fall NP-
vollsténdig ist — wenn es um die Frage der Erfiillbarkeit geht — geniigt es, n —1 zusétzliche
Bedingungen einzufiihren, ndmlich X; = X, ..., X,, | = X,,; dadurch wird sichergestellt,
daf alle X; den gleichen Wert haben. Als Graph kann man das wie in Abbildung 2 darstel-
len; jeder Knoten entspricht einer Variablen und jede Kante einer Gleichheitsbedingung.

Xy

Abbildung 2: Vier Gleichheitsbedingungen bei 5 Variablen

Wenn man allerdings ein Maximierungs-Problem betrachtet, dann ist die Einfiihrung die-
ser Bedingungen nicht ausreichend, denn eventuell kann man die Anzahl der erfiillten
Bedingungen maximieren, indem man nur wenige der Gleichheitsbedingungen bricht und
dadurch viele andere Bedingungen erfiillt. Das bedeutet gleichzeitig, dafl eine Umbele-
gung der Variablen in eine giiltige Belegung (d.h. alle X; bekommen den gleichen Wert)
die Anzahl der erfiillten Bedingungen verringert und deshalb durch Umbelegung keine
giiltige AP-Reduktion mehr méglich ist.

Um die gewiinschte Gleichheit der X; zu erzwingen, mufl man zusétzliche Gleichheits-
bedingungen einfiihren, die bewirken, daf} eine optimale Belegung immer alle X; auf den
gleichen Wert setzt. Man konnte zum Beispiel als Bedingungen X; = X, 7 # j verwenden,
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also einen vollstédndigen Graph. Leider ist dann die Anzahl der Vorkommen einer Varia-
blen nicht mehr beschrinkt, und zuséitzlich ist auch noch die Anzahl der Bedingungen
im beschrinkten Fall nicht mehr linear abhéingig von der Anzahl der Bedingungen im
unbeschriankten Fall.

4.1 Expander Graphen

Was gebraucht wird ist ein d-regulérer Graph (V) E), der folgende Eigenschaft hat:

Definition: Expander Graph

Es sei S C V und Cut(S) die Anzahl der Kanten, die S mit V \ S wverbinden; eine
dieser Kanten wird Cut-Kante genannt. Dann muf fir jedes S mit |S| < |V|/2 gelten
Cut(S) > |S].

Graphen mit dieser Eigenschaft werden in der Literatur oft als Ezpander bezeichnet.
Meistens wird allerdings nicht die Anzahl Cut-Kanten betrachtet, sondern die Grofie der
Nachbarschaft von S; d.h. die Knoten, die nicht zu S gehdren, aber durch eine Kante mit
S verbunden sind.

Benutzt man die Kanten eines solchen Expanders als Gleichheitsbedingungen, dann kann
man jede Belegung der X; in eine Belegung verwandeln, bei der alle X; den gleichen
Wert haben, ohne die Anzahl der erfiillten Bedingungen zu verringern; es werden ein-
fach alle X; auf den Wert gesetzt, den die Mehrzahl der X; besitzt. Werden m Variablen
umbelegt, dann werden durch die Expandereigenschaft auch mindestens m Gleichheitshe-
dingungen zusitzlich erfiillt. Da jedes X; aber an nur einer Bedingung des urspriinglichen
Problems beteiligt ist, werden nie mehr als m Bedingungen zusitzlich gebrochen, die
Anzahl der erfiillten Bedingungen kann also nur steigen. Daraus folgt, dafl bei jeder op-
timalen Belegung alle X; den gleichen Wert haben. Durch die d-Regularitit des Graphen
ist auBlerdem sichergestellt, daf} jedes X; an genau d + 1 Bedingungen beteiligt ist und
daB es im beschriankten Fall nicht mehr als (1 + d/2) mal so viele Bedingungen gibt wie
im unbeschréankten Fall.

4.2 Reduktionen mit randomisierten Expandern

Leider ist bis jetzt die deterministische Konstruktion von Expandern extrem schwer, be-
sonders wenn d klein ist. Das Hauptproblem besteht darin zu beweisen, dafl ein determini-
stisch erzeugter Graph wirklich ein Expander ist. Meistens wird dazu der zweite Eigenwert
des Graphen betrachtet. Dieser Wert steht in enger Verbindung zu den Expandereigen-
schaften des Graphen [3, 2]. Die bisher besten Konstruktionen versuchen diesen Wert zu
maximieren [32, 33|. Eine rekursive Konstruktion, die ohne den zweiten Eigenwert des
Graphen auskommt, wird von Ajtai beschrieben [1].
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Interessanterweise 1483t sich zeigen, dafl ein zufillig erzeugter d-regulidrer Graph mit hoher
Wahrscheinlichkeit Expandereigenschaften besitzt. Diese Tatsache 148t sich ausnutzen um
randomisierte Reduktionen zu konstruieren.

Es ist noch die Frage zu kliaren, wie hoch die Wahrscheinlichkeit sein muf}, daf ein zufillig
erzeugter d-reguldrer Graph ein Expander ist.

Es sei n die Anzahl der Expander die gebraucht wird (das entspricht der Anzahl der
Variablen im urspriinglichen Problem). Es sei p die Wahrscheinlichkeit, daf ein zufillig
erzeugter d-reguldrer Graph kein Expander ist. Fiir Die Wahrscheinlichkeit, dafl alle n
Graphen Expander sind, ergibt sich (mit Hilfe der Bernoullischen Ungleichung):

(I-p)">1—mnp

Damit die Reduktion korrekt ist, mufl diese Wahrscheinlichkeit groBer 1/2 sein. Daraus
folgt:

1
1— > =
np > 5
1 >
2n p

Das heif}t, die Wahrscheinlichkeit p, dal ein Graph kein Expander ist, mufl mindestens
mit O(1/n) gegen Null gehen, damit die Reduktion korrekt ist.

4.3 Konstruktion von randomisierten Expander

Als néchstes soll untersucht werden, wie grof3 d bei einem zuféllig erzeugten d-regulédren
Graphen sein muf}, damit er mit der gewiinschten Wahrscheinlichkeit ein Expander ist.

Bollobas hat diese Fragestellung untersucht [15]. Dabei liegt folgende Idee zugrunde: Um
einen d-reguldren Graphen mit n Knoten zu erzeugen, wird ein Graph mit dn Knoten
benutzt, d.h. jeder der n Knoten wird auf d Knoten aufgeblasen. Auf die dn Knoten wird
zufillig ein Matching gelegt, das bei Bollobas als Konfiguration bezeichnet wird. Danach
wird der Graph wieder kontraktiert, so dafl man die gewiinschten n Knoten hat. Bei
der Kontraktion kann natiirlich ein Graph entstehen, der Schleifen oder doppelte Kanten
enthilt. Bollobas [14] war allerdings in der Lage zu zeigen, dal die Wahrscheinlichkeit,
daf es sich nach der Kontraktion um einen giiltigen Graphen handelt, gréfler als Null ist,
selbst wenn n gegen unendlich geht.

Wegen dieser Tatsache geniigt es, die Wahrscheinlichkeit zu berechnen, mit der eine Kon-
figuration die gewiinschte Expandereigenschaft nicht besitzt. Fiir die Abschatzung dieser
Wahrscheinlichkeit werden ein paar mathematische Hilfsmittel benotigt, die im folgenden
niher erldutert werden.
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4.4 Mathematische Hilfsmittel

Als erstes braucht man die Anzahl der perfekten Matchings M (n), die auf n Knoten
geworfen werden konnen. Fiir gerade n ergibt sich:

M(n) =

Beweis durch Induktion:

e Fiir n = 2 gilt die Formel, wie man leicht nachrechnen kann.
e Nehmen wir an, es gibt n Knoten und man wéhlt sich einen Knoten aus.

Diesen Knoten kann man mit n — 1 verschiedenen Knoten verbinden.

Auf die iibrigen n — 2 Knoten kann man ein Matching auf M (n — 2) verschiedene
Arten werfen.

Daraus folgt:

(n—1)M(n—2) = (n—1)(n —2)! _ (n—1)! _ Znl2 M(n)

()e®  -Dw Al

Fiir die kombinatorischen Berechnungen braucht man auflerdem Abschitzungen, die nur
die exponentiellen Anteile beriicksichtigt. Die Abschétzungen beruhen auf der Stirling-

schen Formel: . 19
n! =+vV2mn <ﬁ> O (1 + —)
e n

Wenn man die Formel in eine e-Funktion umwandelt, bekommt man:

n = e Inn—n+0(Inn)

Der Fehlerterm O(Inn) kann bei groien n vernachlissigt werden; er liefert nur einen loga-
rithmischen Beitrag, der aber fiir n — oo von den anderen Summanden vollig {iberlagert
wird.

Fiir M (n) ergibt sich:

M(n) = .n _ eT+O(1nn)
(n) 2122
2
n o n. n n non n. 1 n. 1
T = nlnn-n+—-——=-In———=-In2=nlnn————=Inn——=In—-+ =-In—-
2 2 2 2 2 2 2 2 2
n n
= —lnn-—
2 2



32 4.4 Mathematische Hilfsmittel

Fiir Binomialkoeffizienten ergibt sich:

ny _ n! — T+0(Inn)
k kl(n — k!)

T = nlnn—n+k—klnk+ (n—Fk)— (n—Fk)ln(n— k)
= nlnn—klnk — (n—k)In(n — k)

Diese Formeln helfen noch nichts, wenn man wissen will, was fiir den Fall n — oo passiert.
Dazu benutzt man folgende Darstellung:

(O‘”> —  T+0(Inn)
bn
T = anlnan— pnlnfn — (a — B)nin([a — Bn)

Jetzt zerlegt man T in Anteile, die nlnn und n als Faktoren enthalten und erhélt:

T = nlnn(a—p—(a—p))+n(alna—pFIng — (a—B)In(a — )
= nlalna— BIng — (a— B)In(a — B)]

Das heif3t, daf} sich bei vorgegebenen oo und 5 der Binomialkoeffizient fiir grofie n wie eine
e-Funktion der Form e*” verhilt, wobei k nur von o und 3 abhingt.

Zusatzlich wird noch eine Abschitzung fiir folgenden Ausdruck bendotigt:

M(Bn — an)M (dn — n — an)

! _ T+O(inn)
(an)! M) .
T = anlnan—an—kwln(ﬁn—an)—w
dn = b - dn — fin — dn d
2 2 22
g a d B o d
— nl b a da b a a
nnn[a—i—Q 5t3"5"3" 5
J— d_ _
+nlalna+5 aln(ﬁ—a)‘i‘#ln(d_ﬂ—a)——lnd]
_ b - —B—
= nlalna+ In(8 — o) + 9 In(d—f —a)—-Ind
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4.5 6-regulire Expander

Jetzt soll mit Hilfe der oben ausgearbeiteten Formeln gezeigt werden, daf ein 6-regulérer
zufillig erzeugter Graph mit hoher Wahrscheinlichkeit ein Expander ist. Dazu wird wieder
das Modell von Bollobas verwendet.

Nehmen wir an, dafl eine Menge mit s Knoten in einem Graphen mit n Knoten ausgewihlt
ist. Die Wahrscheinlichkeit, dafl diese Menge genau ¢ Cut-Kanten hat, ist:

P(s,i) = (d_3> (d” - d5>i!M(ds — )M (dn — ds — i)

(ds)l (dn—ds)! 20 (%)
il (%)l (7dn—gs—i)!(dn)!

A

Begriindung:

Durch die s ausgewihlten Knoten im Graphen werden ds Knoten in der Konfigurati-
on ausgewdhlt; dn — ds Knoten sind unausgew#hlt. Es miissen jeweils ¢ Endpunkte fiir
die Cut-Kanten in den ausgewihlten und unausgewéhlten Knoten bestimmt werden. Die
Endpunkte kann man auf ;! Arten verbinden. Auf die restlichen ds — ¢ ausgewéhlten Kno-
ten und auf die restlichen dn — ds — ¢ unausgewihlten Knoten muf} jeweils ein Matching
geworfen werden. Insgesamt gibt es M (dn) Moglichkeiten ein Matching zu werfen.

Nennen wir eine Menge, die weniger Cut-Kanten als Knoten hat ,Bad-Set“. Die Wahr-
scheinlichkeit, daf} eine fest ausgewihlte Menge mit s Knoten ein Bad-Set ist, ergibt sich
als:

P(s,1i) steigt mit ¢ monoton an, denn fiir i < s < n/2 und d > 3 gilt:

Psi)  _ (") (" +1)2  (@ds— i+ 2(dn—ds—i+2)
P(s,i—2) i(i — 1) B i(i — 1)
> (ds — s+ 2)(dn — ds — s+ 2) o1
s(s—1)
Daraus folgt:
s—1
P(s) = > P(s,i) < sP(s,s)
i=0

Die Wahrscheinlichkeit, daf3 ein Bad-Set mit s Knoten existiert ergibt sich deshalb als:

s Pl
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Die Wahrscheinlichkeit, dafl iiberhaupt ein Bad-Set existiert und somit der Graph nicht
die gewiinschten Expandereigenschaften hat, ist:

n/2

H = ;H(s) < gmaX{H(s) 1 <s< g}

Damit der zufillig erzeugte d-regulidre Graph fiir eine randomisierte Reduktion geeignet
ist, muf also das Maximum im obigen Ausdruck schneller als O(1/n?) gegen Null gehen.

Um das Maximum abzuschétzen, setzt man s = an. d.h. man mufl das Maximum des

Ausdrucks
H(an) = (ann> . (d;:) ((d —aioz)n>

(om)'M((da —a)n)M((d — da — a)n)
' M (dn)

en-F(a,d)JrO(ln n)

bestimmen. Der Faktor an geht im Exponenten mit O(Inn) ein; fiir den Rest benutzt
man die oben ausgearbeiteten Formeln und erhélt:

Fla,d) = +1lnl—alha—(1—-a)ln(l —«)
+ (da) In(da) — alna — (doa — ) In(da — «)
+(d — da)In(d — da) — alna — (d — da — a) In(d — da — «)
+alna+ 0.5(da — a) In(da — «)
+0.5(d — da — ) In(d — da — ) — 0.5d Ind

Die Funktion F(«,6) sieht wie in Abbildung 3 gezeigt aus, wobei F'(0.5,6) < —0.034
ist. Das bedeutet, die Wahrscheinlichkeit der Existenz eines Bad-Sets mit mehr als 0.01n
Knoten bei einem zufillig erzeugten 6-reguléiren Graphen geht mit mindestens O (e~%0347)
gegen Null; das reicht fiir eine randomisierte Reduktion leicht aus.

Was noch untersucht werden muf, ist der Rand, wenn o« — 0 geht. Schreibt man H(s) in
Fakultdten und vereinfacht, ergibt sich:

n! s (ds)! (dn — ds)! 2¢ dn
sln—s)! sl (5(d— D) (% — 5(d+1))! (dn)!

H(s) =
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funk(x,6.0) ——

-0.05

-0.1

-0.15

-0.2

-0.3

_035 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Abbildung 3: F(«, 6)

Jetzt kann man H(s)/H (s — 2) berechnen und erhélt

) 2 ) g 2d—1 .d+1 dn s -
ﬂ ) 2i:Hl(n—s+z) Eg(d‘g_z)g<7_§(d+l)+l>
H(s —2) 1:[0(3—2')1:10(3_@') H(dn—ds—i—i) H(g(d—l)—z)

Um den maximalen Wert abzuschitzen, nimmt man fiir den Zéhler die maximalen und fiir
den Nenner die minimalen Faktoren; gleichzeitig ersetzt man s durch an und vereinfacht:
H(an) (n—an+2)* an (dan)?
H(an—2) — (an —1)*  (an —2) (dn — dan + 1)
2 (1)4H!
2 (5) (dn —an(d+1) +2(d + 1))®*!
(l)”l_1 (an(d—1) —2(d — 2))d-1
2

n und dn werden ausgeklammert und gekiirzt:

Ham) _ (1-a+?) o« -
Alen= = (i) a(-2) (—a+4)"
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d+1

(d—a(d+1)+2(d+1))
qd-1 ((d 1) - M)d_l

an

Da na > 3 gilt:

H{(an) < 12-3 a3 di+t
H(an—2) — (1_%)4(1—04)% (d—1—§(d—2))d_1
— % ad_?’ < d >d_1 d2
16 (1 — )2 \id+1

Da wir den Rand betrachten gilt o < 0.01. Fiir die Abschédtzung des Maximums werden
wieder im Z&hler Maximal- und im Nenner Minimalwerte eingesetzt; fiir d = 6 ergibt sich:

H(an) < 243 0.01° <18

5
i 2 (22) 36 <0.07< 1
H(on—2) — 16 0.992 \'7 )

Das bedeutet, dafi H(s) fiir 0 < s < 0.01n monoton fillt. Fiir eine obere Schranke der
Wahrscheinlichkeit der Existenz eines kleinen Bad-Sets, geniigt es also die Wahrschein-
lichkeit fiir ein minimales Bad-Set zu berechnen.

Ein Bad-Set muf} fiir d = 6 mindestens 7 Knoten enthalten, da eine beliebige Teilmenge
mit weniger als 7 Knoten in einem 6-reguléren Graphen mindestens 6 Cut-Kanten hat
und damit kein Bad-Set sein kann.

Berechnet man die Wahrscheinlichkeit H(7) ergibt sich:

Die Wahrscheinlichkeit fiir die Existenz eines kleinen Bad-Set sinkt mit mindestens
O(n~1%) und damit die Wahrscheinlichkeit der Existenz eines beliebigen Bad-Sets mit
O(n~?), denn wir miissen die maximale Wahrscheinlichkeit mit 2 multiplizieren, um die
Gesamtwahrscheinlichkeit zu erhalten.

4.6 FEine Reduktion von E2-LIN2 auf E2-LIN2-70CC

An Hand eines Beispiels soll gezeigt werden, wie man das gerade Bewiesene verwendet,
um eine Reduktion zu bauen. Dazu soll E2-LIN2 auf die Variante des Problems reduziert
werden, bei dem jede Gleichung genau 7 Variablen enthélt.

Jede Variable in E2-LIN2 wird wie vorher erklirt auf n Hilfsvariablen im E2-LIN2-7OCC
abgebildet, und die Hilfsvariablen werden mit Hilfe eines zufillig erzeugten 6-regulédren
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Graphen verbunden. Um eine giiltige Losung fiir das E2-LIN2 zu erhalten, wird wie oben
beschrieben verfahren.

Nehmen wir an, dafl das E2-LIN2 m Gleichungen hat. Nehmen wir weiterhin an, daf}
es keine Gleichungen der Form x + = = z gibt, da die Erfiillung solcher Gleichungen
unabhéngig von der Belegung von z ist. An jeder der m Gleichungen sind dann genau 2
Knoten aus 2 verschiedenen 6-reguldren Graphen im E2-LIN2-70CC beteiligt.

In einem 6-reguldren Graphen mit C' Knoten gibt es genau 3C' Gleichungen; hinzu kommen
die Gleichungen, die die 6-reguléren Graphen untereinander verbinden und die aus dem
urspriinglichen E2-LIN2 stammen. In dem transformierten E2-LIN2-7OCC gibt es also
2-3m + m = Tm Gleichungen.

Wenn es im E2-LIN2 S erfiillte Gleichungen gibt, dann gibt es im E2-LIN2-7TOCC nach
der Umbelegung der 6-reguléren Teilgraphen genau 6m + S erfiillte Gleichungen (weil alle
Gleichungen in den 6-reguliren Teilgraphen erfiillt sind).

Laut Hastad [26] laft sich ein E2-LIN2 mit 16m Gleichungen nicht besser als 12/11
approximieren. Daraus folgt, dafl sich ein E2-LIN2-7OCC mit 112m Gleichungen nicht
besser als 108/107 approximieren 1a8t, falls die Reduktion korrekt ist.

Um das zu zeigen, muf} sichergestellt sein, dal die Anzahl der Knoten in den 6-reguléren
Graphen mit der Anzahl der Variablen (und damit mit der Anzahl der 6-reguléren Teil-
graphen) im E2-LIN2 mitwéchst, damit die Wahrscheinlichkeit, daf ein 6-regulidrer Graph
kein Expander ist schneller als O(1/k) gegen Null geht (wobei k die Anzahl der Variablen
im E2-LIN2 ist).

Das wird dadurch erreicht, daf§ vor der Transformation die Gleichungen im E2-LIN2 ver-
vielfiltigt werden: Nehmen wir an, dafl das E2-LIN2 m Gleichungen und %k Variablen
hat; jede Gleichung wird dann genau k£ mal aufgeschrieben, so dafl ein E2-LIN2 mit km
Gleichungen entsteht, bei dem allerdings jede Variable mindestens k-mal vorkommt.

Sind im nicht vervielfiltigten E2-LIN2 S Gleichungen erfiillt und im entsprechenden E2-
LIN2-7TO0CC 6m+S Gleichungen, dann sind im vervielfédltigten Fall £S Gleichungen erfiillt
und im entsprechenden E2-LIN2-7TOCC 6km+kS = k(6m+S) Gleichungen. Daraus folgt,
daf sich ein E2-LIN2-70CC mit 112km Gleichungen nicht besser als 108%/107k = 108/107
approximieren 1aft; die Approximierbarkeit hat sich also nicht geindert. Allerdings ist
jetzt sichergestellt, dafl die Anzahl der Knoten pro 6-regulirem Graphen grofler als die
Anzahl der benétigten Expander ist. Daraus folgt, dafl die Wahrscheinlichkeit, daf} ein
6-regulirer Teilgraph kein Expander ist, schneller als O(1/k) gegen Null geht (wobei k
die Anzahl der benotigten Expander ist) und damit ist die Reduktion korrekt.

4.7 E2-LIN2-30CC

Natiirlich sind besonders die Extremfille eines Problems interessant. Es ist bekannt, daf
man fiir ein E2-LIN2, in dem jede Variable nicht mehr als 2-mal vorkommt in polynomieller
Zeit eine optimale Belegung findet.
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Beweis:

Ein E2-LIN2 kann auch als Graph aufgefafit werden. Die Knoten des Graphen stellen
die Variablen dar und die Kanten die Gleichungen. Nehmen wir an, jede Variable kommt
genau zweimal vor, und es gibt keine Gleichungen der Form z+xz = z (weil die Erfiillbarkeit
dieser Gleichungen unabhéngig von der Belegung von z ist).

In diesem Fall besteht der Graph aus einem oder mehreren Kreisen. Wir fangen an einem
beliebigen Knoten in einem beliebigen Kreis an und belegen die entsprechende Variable
mit dem aktuellen Wert 1.

Wir gehen im Uhrzeigersinn zum néchsten Knoten im Kreis; wird dabei eine Kante be-
nutzt, die fiir eine Gleichung der Form = + y = 1 steht, dann wird der Wert gewechselt
(von 1 auf 0 oder von 0 auf 1); steht die Kante fiir eine Gleichung der Form = + y = 0,
dann wird der aktuelle Wert beibehalten. So fahrt man fort, bis man wieder an der ersten
Variable angelangt ist, die im Kreis belegt wurde. Alle Kreise werden mit dieser Methode
abgearbeitet.

Kreise, die ein ungerade Anzahl von Kanten enthalten, die fiir Gleichungen der Form
x + y = 1 stehen, enthalten immer genau eine unerfiillte Gleichung.

Mit dem beschriebenen Algorithmus erhilt man eine optimale Belegung.

Erlaubt man auch Variablen, die nur einmal vorkommen, dann enthélt der Graph neben
Kreisen auch Pfade. Die Gleichungen in einem Pfad konnen immer alle erfiillt werden,
wenn man an einem Ende anfingt und sonst wie bei den Kreisen vorgeht.

Die Frage ist also, wie gut man E2-LIN2-30CC approximieren kann. Koénnte man einen
2-reguléiren Expander bauen (schlieBlich braucht man pro Knoten noch eine Kante nach
aufen), dann wiirde eine Reduktion von E2-LIN2 auf E2-LIN2-30CC genauso wie auf
E2-LIN2-7TOCC funktionieren.

Da man offensichtlich keinen 2-reguldren Graphen mit den gewiinschten Expandereigen-
schaften bauen kann, ist fiir E2-LIN2-30CC eine kompliziertere Konstruktion nétig: Man
bildet wieder jede Variable des E2-LIN2 auf n Variablen im E2-LIN2-30CC ab, wobei
n wieder die Anzahl der Vorkommen der Variable im E2-LIN2 ist; jede dieser Variablen
im E2-LIN2-30CC ist also wieder an genau einer Gleichung des urspriinglichen E2-LIN2
beteiligt. Diese Variablen werden im weiteren Contacts genannt.

Es werden jetzt weitere, zusétzliche Variablen bendétigt, um eine Verbindungsstruktur
zwischen den Variablen im E2-LIN2-30CC zu erzeugen, die garantiert, dal man eine
Belegung im E2-LIN2-30CC so verdndern kann, dal man eine giiltige Belegung fiir das
E2-LIN2 erhélt. Diese Variablen werden im weiteren Checker genannt.

4.8 Eine vollstindig randomisierte Konstruktion

Zunichst soll eine vollstdndig randomisierte Konstruktion analysiert werden.
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Da ein 3-regulérer Graph benétigt wird, braucht jeder Contact noch zwei zusétzliche
Kanten; die Checker sind bis jetzt an gar keiner Gleichung beteiligt und deshalb braucht
man noch drei Kanten pro Checker.

Die Verbindungsstruktur mufl garantieren, dal bei einer Umbelegung, die allen C' Con-
tacts, die aus einer Variablen des E2-LIN2 entstanden sind, den gleichen Wert zuweist,
mehr Gleichungen erfiillt als gebrochen werden.

Nehmen wir an, dafl wir zu den C' Contacts noch £C' Checker hinzufiigen und die Kanten,
die die Contacts und Checker verbinden, vollig zufillig erzeugen. Die Frage ist, wie grof3 &
sein muf}, damit ein Graph, der zufillig auf den (k4 1)C Knoten erzeugt wird, mit hoher
Wahrscheinlichkeit die gewiinschte Eigenschaft besitzt; ndmlich: Eine beliebige Teilmenge
mit s Knoten, die a < C/2 Contacts besitzt, mufl mindestens a Cut-Kanten haben.

Diese Frage kann wieder mit einer &hnlichen Vorgehensweise wie bei E2-LIN2-7OCC ana-
lysiert werden. Wir benutzen wieder die Konstruktion von Bollobas, d.h. wir weisen den
Contacts 2 und den Checkern 3 Hilfsknoten zu (weil die Contacts noch 2 und die Checkers
noch 3 Kanten benotigen). Nehmen wir an, wir haben eine vorgegebene Menge an Knoten,
die a Contacts und s Checkers enthélt. Die Wahrscheinlichkeit, dafl die Menge genau @
Cut-Kanten hat, ist (siehe Abb. 4):

3s + 2a> ((3k +2)C —3s — 2a>
M[3s + 2a — i|M[(3k +2)C — 35 — 2a — i
M[(3k +2)C]|

P(a,s,i) = (

2!

Die Wahrscheinlichkeit steigt mit ¢ an, also benutzen wir als Abschétzung ¢ = a, d.h. die
Wahrscheinlichkeit, daf3 eine feste Teilmenge mit a Contacts und s Checkern ein Bad-Set
ergibt sich als:

Die Wahrscheinlichkeit mufi noch mit der Anzahl der Mdoglichkeiten, eine Menge mit a
Contacts und s Checkern zu erzeugen, multipliziert werden. Man erhilt:

PEBadSet) = 33 mas { <C> (’“C> Pla, s)}

a=1 s=0 a 5

Setzt man fiir o = aC mit 0 < a < 0.5 und s = fkC mit 0 < § < 1, kann man diese
Wahrscheinlichkeit wieder als e F(@8#)+0(nn) gchreiben. Dabei ergeben sich die héchsten
Werte fiir F' bei o = 0.5. Solange k < 6 ist, gilt F(0.5,3,k) > 0; erst bei k = 6 gilt
F(0.5,,6) < 0 fiir 0.34 < 3 < 0.66.
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2C 3kC

aausC s aus kC
ausgewahlt ausgewahlt

Abbildung 4: Das Modell fiir die zufillige Konstruktion

Das Problem ist, daf die vollstdndig randomisierte Konstruktion, bei einer ausgewéhlten
Menge an Contacts in einem Bad-Set, nicht automatisch eine Menge an ausgewéhlten
Checkern erzwingt.

Speziell der Fall, in dem keine Checker ausgewihlt sind, bereitet Schwierigkeiten. Die
Wahrscheinlichkeit, dafl es eine Menge mit 3 Contacts gibt (siehe Abb. 5), die weniger als
3 Cut-Kanten hat, geht nidmlich mit diesem Berechnungsmodell gar nicht gegen Null.

oo N

Abbildung 5: Bad-Sets mit 3 Contacts

Um das zu sehen, wird die Wahrscheinlichkeit abgeschéitzt, dafl es eine Konfiguration mit
einer Teilmenge aus 3 Contacts gibt, die gar keine Cut-Kante hat. Es sei d = (3k + 2):

C C\ M(dC — 6)
()00 = w5
K-C! (dC—6)! %125
BI(C = 3)1 dC619%5° (dC)!
K-C(C-1)(C-2)F(F - 1(F —2)2°

2

31dC(dC — 1)(dC — 2)(dC — 3)(dC — 4)(dC — 5)
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K K
lim (§>P(3,0,0) = SR —

C—o00

Man z#hlt bei dieser Abschéitzung natiirlich zuviel, da Konfigurationen, in denen mehr
als zwei solcher Bad-Sets existieren, mehrfach gezidhlt werden; das dndert aber nichts an
dem eigentlichen Problem.

Eine erfolgreiche Konstruktion ist nur moglich, wenn es einem gelingt, die Anzahl der
Checker in einem Bad-Set an die Anzahl der Contacts zu koppeln. Eine Konstruktion die
das erreicht, wird im folgenden beschrieben.
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5 Das Wheel

Piotr Berman und Marek Karpinksi [13] haben beschrieben, wie eine Reduktion von E2-
LIN2 auf E2-LIN2-30CC mit 6 Checkern pro Contact mdoglich ist. Sie nennen die Verbin-
dungsstruktur zwischen den Contacts und Checkern Wheel; sie sieht wie in Abbildung 6
aus. Das Wheel besteht aus einem Kreis, auf dem die Contacts und Checker wie abgebil-
det regelméBig verteilt sind und aus einem zufillig erzeugten perfekten Matching zwischen
den Checkern.

® = Contact O = Checker

Abbildung 6: Ein Wheel mit 6 Contacts und jeweils 6 Checkern zwischen den Contacts

Damit die Reduktion korrekt ist, muf} jede beliebige Teilmenge mit a < C'/2 Contacts und
s Checkern mindestens a Cut-Kanten besitzen, wobei C' die Anzahl der Contacts im Wheel
bezeichnet. Im Folgenden werden Teilmengen mit bestimmten Parametern betrachtet,
ndmlich:

e a, die Anzahl der Contacts in der Teilmenge.

e s, die Anzahl der Checker in der Teilmenge.
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e f, die Anzahl der Fragmente der Teilmenge.

Mit einem ,, Fragment® ist dabei eine zusammenhéngende Menge an ausgewahlten Knoten
auf dem Kreis des Wheels gemeint. Jedes Fragment hat mindestens 2 Cut-Kanten, ndmlich
die beiden Kreis-Kanten, die am Rand des Fragmentes liegen (sieche Abb. 7).

1 Fragment mit 9 Knoten
I

0o 01111 1111 10 0O

<
/ * N N’ . e g */ IR

Cut Kante Cut Kante

Abbildung 7: 1 Fragment auf dem Kreis im Wheel

5.1 Bad-Set Wahrscheinlichkeit fiir ein feste Teilmenge

Nehmen wir an, wir haben eine feste Teilmenge an Knoten, die die Parameter a,s und f
hat. Fiir die Wahrscheinlichkeit, dafl bei einer solchen Menge genau i Matching-Kanten
Cut-Kanten sind (solche Kanten werden im weiteren Matching-Cut-Kanten genannt),
ergibt sich nach Bollobas:

G [ LR KRR
P(s,i) = M(6C)

Die Wahrscheinlichkeit, daf3 es sich bei der Teilmenge um ein Bad-Set handelt, d.h. daf}
sie weniger als a Cut-Kanten hat, ergibt sich als Summe iiber die Anzahl der méglichen
Matching-Cut-Kanten. Da die 2f Fragmentgrenzen der ausgewihlten Knoten bereits 2 f
Cut-Kanten darstellen, darf man héchstens noch a —2f —1 Cut-Kanten zusétzlich haben;
da P(s,7) in Bezug auf i monoton steigt (siehe Kapitel 4.5), schiitzt man mit i = a — 2f
ab, d.h:

a—2f—1

P(a,f,5) = 3 P(s;i)<(a=2f)P(s,a—2f = 1) < (a—2f)P(s,a - 2f)

1=0

5.2 Ein paar kombinatorische Erliduterungen

Um die Wahrscheinlichkeit fiir die Existenz eines Bad-Set mit festen a, f und s zu erhalten,
muf} wie in den vorangegangenen Analysen die Anzahl der Knotenmengen mit diesen
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Parametern gezéhlt werden; deshalb werden zunéchst ein paar kombinatorische Formeln
erklart.

Will man eine Menge von n Kreisknoten in k£ Fragmente aufteilen, dann stellt man sich
einfach vor, dafl man k£—1 Fragmentkanten auf die n—1 Zwischenrdume verteilt und erhélt

(Zj) (siehe Abb. 8). In diesem Fall enthilt jedes Fragment mindestens einen Knoten; als

obere Schranke kann man natiirlich auch zur Vereinfachung (Z) benutzen.

n-1 Zwischenraume
[ ]

N~ 7
k-1 Fragmentgrenzen

Abbildung 8: n Knoten auf k& Fragmente verteilen

Bilden die Knoten einen Kreis (wenn man z.B. alle Knoten des Wheels betrachtet), dann
gibt es (Z) Moglichkeiten, weil man k£ Fragmentgrenzen auf n mogliche Zwischenrdume
verteilen mu#f.

Will man n Knoten auf £ Fragmente aufteilen und erlaubt dabei auch leere Fragmen-
te, die gar keinen Knoten enthalten, dann erh&lt man ("Zﬁl) Man kann sich das so
vorstellen: Man braucht n + k — 1 Plétze, auf die man k — 1 Fragmentgrenzen verteilt;
die n iibriggebliebenen Plitze werden als Knoten betrachtet. Dadurch wird es mdoglich,
daf} zwei Fragmentgrenzen direkt nebeneinander liegen, und deshalb kann man auch leere
Fragmente erzeugen (Siehe Abb. 9).

Fragmentgrenzen
= V2 2N

Abbildung 9: 5 Fragmente (2 leere) und 5 Knoten

Auch hier kann man sich die Knoten auf einem Kreis angeordnet vorstellen; in diesem

Fall hat man n + k Plitze, auf die man k£ Fragmentgrenzen verteilt, und erhélt ("Zk)

5.3 Anzahl der Teilmengen mit festen a,f und s

Beim Zé#hlen der Teilmengen kommt die entscheidende Eigenschaft des Wheels zur Gel-
tung: die Anzahl der Checker ist an die Anzahl der Contacts gekoppelt.
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Nehmen wir an, ein Fragment enthélt a; Contacts. Die Anzahl der Checker in dem Frag-
ment mufl dann zwischen 6(a;—1) und 6(as+1) liegen. Summiert man iiber alle Fragmente
auf, erhilt man, dafl eine Teilmenge, mit f Fragmenten und a Contacts, zwischen 6(a — f)
und 6(a + f) Checkern enthalten muf.

Fiir die weiteren Abschidtzungen werden a,f und s wieder durch Anteile von C ausge-
driickt:

e ¢ = aC mit 0.0l <a<0.5
o f=FaC mit < pB<0.5

e s=yabC mit (1-75)<vy<(1+0)
& abC — fabC < v6C < abC' + fabC
& 6(a—f) <s<6(a+ f)

Zum Zihlen der Knotenmengen werden zwei verschiedene Methoden verwendet. Bei bei-
den Methoden ergibt sich eine e-Funktion der Form e®#(®8mM+0(nn). o5 wird immer die
Methode gewéhlt, die zu einem kleineren Exponenten fiihrt.

Als erstes soll die kompliziertere Methode erldutert werden: In einer Teilmenge gibt es,
wie vorher erldutert, mindestens 6(a — f) Checker. Diese Minimalbelegungen ergibt sich,
wenn man die Fragmentgrenzen genau an die Contacts legt. Zum Z#hlen verteilt man erst
alle Contacts auf die 2f Fragmente (f ausgewihlte und f unausgewéhlte Fragmente); da
man auch Fragmente ohne Contacts haben kann, gibt es weniger als 2(C;ff ) verschiedene
Moglichkeiten die Fragmentgrenzen zu verteilen. Die 2 kommt hinzu, weil man bei jeder
Moglichkeit noch festlegen muf3, welche Fragmente ausgewihlt sind und welche nicht. Es
werden trotzdem zu viele Moglichkeiten gezéhlt, weil man nicht mehr als 7 Fragment-
grenzen zwischen zwei Contacts legen darf, da jedes Fragment mindestens einen Knoten
enthalten mufl und es nur 6 Checker zwischen zwei Contacts gibt.

Wenn eine ausgewihlte Knotenmenge mehr als 6(a — f) Checker enthélt, dann miissen
die d = s — 6(a — f) zusétzlichen Checker auf die Fragmentrinder verteilt werden, d.h.
die Rénder miissen von den Contacts weg verschoben werden. Dazu werden die d Zusatz-
Checker auf 2f Fragmentrinder verteilt; weil es auch mdéglich ist, einen Fragmentrand
leer zu lassen, gibt es dafiir weniger als (dff ) verschiedene Moglichkeiten. (Man zéhlt
hier zuviel, weil die Einschréinkung, daf} auf einen Fragmentrand nicht mehr als 6 Checker

verteilt werden koénnen, nicht beriicksichtigt wird.)

Ein Sonderfall, der dabei genauer erliutert werden muf}, sind Fragmente, die gar keinen
Contact enthalten. Sie werden bei der Abschitzung des Minimums an Checkern mit —6
gezihlt; man kann sich das vorstellen, indem man bei einem solchen Fragment die beiden
Réander iiber Kreuz an die benachbarten Contacts schiebt.

Bei der Verteilung der d Checker miissen die iiberkreuzten Rénder eines Contact-losen
Fragmentes zusammen um mindestens 7 Checker verschoben werden, damit {iberhaupt
ein giiltiges Fragment entsteht (sieche Abbildung 10).
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-9/0-0-0-0-00le

d=0, -6 Checker +5

+4

d=9, 3 Checker

Abbildung 10: Ein Contact-loses Fragment

Da bei der Abschitzung der Moglichkeiten mit (d+d2f ) diese Beschrinkung ebenfalls nicht
beriicksichtigt wird, zdhlt man wieder zuviel; es werden aber auf keinen Fall zu wenig
Moglichkeiten beriicksichtigt, da jede giiltige Moglichkeit in der Abschéitzung enthalten
ist.

Die selbe Methode liefert eine zweite Abschéitzung, indem man die Maximalbelegungen
nimmt und Checker von den Rindern wegstreicht. Die Maximalbelegung entsteht, wenn
man die Minimalbelegung nimmt und an jeden Fragmentrand noch 6 Checker hinzufiigt.
Es ergeben sich genau die gleichen Formeln, nur verteilt man jetzt d = 6(a + f) — s zu
entfernende Checker auf die Rénder.

Bei einem Contact-losen Fragment diirfen hier von beiden Réndern zusammen nicht mehr
als 6 Checker entfernt werden, allerdings sind wie bei der ersten Abschitzung alle giiltigen
Belegungen enthalten, d.h. man zdhlt ebenfalls nie zu wenig.

Die zweite Methode ist sehr viel einfacher: Man hat im Wheel 7C' Knoten, ndmlich C
Contacts und 6C Checker. Man verteilt die Knoten auf 2f Fragmente, ndmlich auf f
ausgewdhlte und f unausgewihlte Fragmente. Daher ergeben sich 2(2?) Moglichkeiten
die Fragmente auf das Wheel zu verteilen. Die Anzahl der Checker oder Contacts wird
bei dieser Methode nicht weiter beriicksichtigt.

5.4 Wahrscheinlichkeit fiir ¢ > 0.02C

Wenn man die Formeln noch einmal zusammenfafit ergibt sich:

S 5 6la+f)
P(3 Bad-Set) = ZZ > Ala, f,5)P(a, f,5)
a=1 f=1 s=6(a—f)

Wobei A(a, f,s) die Anzahl der Teilmengen bezeichnet, die genau a Contacts, f Frag-
mente und s Checker besitzen; P(a, f, s) bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, daf} eine feste
Teilmenge mit diesen Parametern ein Bad-Set ist.
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Um eine obere Schranke fiir diese Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, wird nur das Maxi-
mum betrachtet, d.h.:

DDl

e lsas
P(3 Bad-Set) < 5230 max < A(a, f,s)P(a, f,s) : 1< f<
a—f)<s<

6( (a+f)

A(a, f,s) wird wie oben ausgefiihrt mit zwei verschiedenen Methoden bestimmt.

Driickt man a, f und s wie oben erklart durch «,3 und ~ aus, erhilt man eine Funktion,
die wieder die Form e©F(@81+0(nC) hat Dabei ergibt die zweite Methode, die A(a, f, s)

mit (;?) abschétzt, die kleineren Werte im Exponenten, wenn s & 6a, d.h. wenn v = 1.0
ist. Die erste Methode liefert die besseren Werte am Rand, d.h. wenn s sich 6(a — f) oder

6(a + f) néhert.

Ist @ > 0.02 ergibt sich das Maximum bei @ = 0.50, f = 0.38, v = 1.17 und betrigt
F(0.5,0.38,1.17) ~ —0.0573. Diese Kombination aus «, und 7, liegt genau an der Grenze
zwischen erster und zweiter Zahlweise.

5.5 Wahrscheinlichkeit fiir a < 0.02C

Auch hier mufl noch bewiesen werden, dafl die randomisierte Konstruktion auch fiir o <
0.02 funktioniert. Das soll - unter der Voraussetzung, dafl a < 0.02C" ist - in 4 Schritten
bewiesen werden; Sei H(a, f,s) = A'(a, f,s)P(a, f,s):

o H(a,f,8_2)2H(avfas)

b H(avf + lasminl) 2 H(a, fa Smin?)a wenn f S CL/4,
mit Syin1 = 6(a — f — 1) und Syim0 = 6(a — f)

e H(a—2,f —1,8min1) > H(a, [, Smin2), wenn f > a/4,
mit Spin1 = 6(a — f — 1) und Syim0 = 6(a — f)

e H(4,1,18) = O(C ") und H(3,1,12) = O(C?)

Dazu verwenden wir eine modifizierte Zahlweise A'(a, f, s): eine Teilmenge mit s Checkern

kann auf hochstens (60 5) verschiedene Arten erzeugt werden. Dazu bestimmt man

erst die f Fragmentantinge und dann die f Fragmentlingen; die Contacts werden dabei
durch eine Kante ersetzt; die ausgewéhlten Contacts ergeben sich aus den ausgewéhlten
Checkern. Eine Wahlmdoglichkeit bleibt nur, wenn die Contacts genau an einem Fragmen-
trand liegen. Die Belegung dieser Rand-Contacts dndert aber nichts an den ausgewéhlten
Checkern und deshalb kann man diese Variationsméoglichkeit ignorieren.
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Ausgeschrieben lautet H(a, f, s):

6C' ) 6C — s
H(a, f,s) = <f><f>(“_2f< —2f—1 (a—2f—1>
M(s—a+2f+1)M(6C —s—a+2f+1)

(a—2f—1)! M (60)
Schreibt man die Fakultidten aus und kiirzt, ergibt sich:
B (6C)! s! (a—2f)s!
HO 59 = fec— A i = Pi{a—2f - 1)
(6C — s)! ge=2/=1 (30)!

(5-2+r+4)(3C -2 -2+ f+1)(60)

Um zu zeigen, dal H(a, f, s) in Bezug auf s monoton fillt, wird % berechnet:

s D053 +f+3)

H(a, f,s) _ s(s — 1)
H(a, f,5 —2) (s=Ns=f=1)(6C-5+1)6C—-s5+2)(5-45+f+3)
_ s(s —1) s(s —1)(6C —s—(a—2f —1)+2)
(s—=f)(s—f—=1)(6C—s+1)(6C—s+2)(s—(a—2f —1))

Die benétigten Abschitzungen beruhen alle auf zwei Voraussetzung 6(a — f) < s — 2 <
s <6(a+ f)und 1 < f < a/2 Daraus ergeben sich folgende Ungleichungen:

s o _s-1l 6(a — f) 6 <§
s—f = 5—f—1_6(a—f)—f 6—af 5
s—(a—2f-1) = s—(@@a-2f-1) " 6la—f)—(a—f)+f+1 5+ 75
. . 9a 9-0.02C
< 0.031

— < < <
6C—-s+1 = 6C—s— 6C—9 — 6C—9-0.02C

Daraus folgt:
H(a, f,s) (6)3
—_— -] -0.031<1
Hafsoy < (5) 003<
Als néchstes soll bewiesen werden dafi H(a, f, Smin) in Bezug auf f monoton steigt, fiir
f < a/4. Dabei gilt S, = 6a — 6f:
| — ! — — |
Hia, f.5mm) = (6C)! (6a —6f)! (a—2f)(6a—6f)!
fe6c — H f6a—"7£)" (a—2f—1)!
(6C — 6a + 6f)! 202/ (30)!
(250 — 2f + 0.5)! (3C — 3.5a + 4 + 0.5)! (60!
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Daraus folgt:

6

6a —T7f —1
H(a,f—i— ]_,Smml) . 6C — f Z];J[:)( f ) (CL— 2f - 2)
H(a, f, Smin N +1D(f+1) > a—2
om0 g, g,y @2
2 6 1
[T(a—2f—1i) [T(6C —6a+6f+1i)[[(2.50 —2f —i+0.5)
=1 i=1 =0
5 1
[[(6a—6f—i) 22 [ (3C — 3.5a+4f +i+0.5)
i=0 i=1
Aus 1 < f <a/4 und 5 < a <0.02C folgt:
_ ) f 6 — 136 _1_u
6a —Tf > 6(a—f)—f 6: = i 5 s (.66
6a — 6f 6(a — f) 6 6
a-2f-2 _ 1
a—2f - 3
_ _ _ _ 1_2
a-2f-1 _ a-2f 22% %22
f+1 f+1 it 9
2.5a —2f — 0.5 2.5a—0.5 _ 1
> > =
6a —6f - 6a -3
6C' — 6a+6f S 6C — 4.5a S 6C —4.5-0.02C
3C —35a+4f+45 = 3C—25a+45 " 3C —2.5-0.02C +4.5
6C — 6a+6f > 60—6@260—0.020249
6a —6f 6a 0.12C
Cof 60 g,
6a—6f — 6a

Daraus folgt, wenn f < a/4 und 5 < a < 0.02C":

H(a7f+1,3min1) 7]. <2>2<1>2 4 9 1
> (0.66)'= | = -] 2%-49*-50-->1
H(a, f, Smin?) - ( ) 3\9 3 4

Als néchstes wird gezeigt, daf} fiir f > a/4 gilt, H(a — 2, f — 1, Spin1) > H(a, f, Smin2) :

5 5
H(a, fosmim)  6C+f+1 [[(6a—67 —i)  [I(6a—6f~1)
H(CL - 2’ f - 17 SminZ) B ff 4 2

[I6a—7f—14)[[(2.5a—2f —i+0.5)

i=0 =0
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3
[IBC —3.5a+4f +i+0.5)
i=1

6

[1(6C —6a+6f + i)

=1

Die benotigten Abschitzungen ergeben sich aus f > a/4 und 5 < a < 0.02C' und lauten:
6a —6f < 6a — 1.5a _

18
f - 0.25a
6a—6f—1 < 6a—6f—5:1+ f—1 S1_'_a—2§1.2
6a —7f 6a —7f —4 6a —7f —4 S5a — 8
6a—6f—1 _ 6a—6f-3 _12a-12f -6 _9a-6 .,
25a—2f+05 — 2b5a—2f—-15 5a—4f -3 — 4a—3 —
b
6C+ f+1 < 6C + f < C+ 2 < 1.021
6C —6a+6f+1 6C —6a+6f — 0.98C + f
3C —35a+4f+1.5 < 30—3.5a+4f+3.5<30—1.5a+3.5 1
6C —6a+6f+2 — 6C—6a+6f+4 — 6C—3a+4 2
6a —6f —5 < 6a —6f —4 < 6a 1

< —
60 —6a+6f+6 — 6C —6a+6f+5— 6C—6a — 49

Daraus ergibt sich unter den beschriebenen Voraussetzungen:

H(a, f, Smin1) . 5 5 <1>3 <1>2
< 182.(1.2)%.(233-1.021- (=) - (=) <1
H(a - 27 f - 1; Smin2) o ( ) ( ) 2 49 -

Aus dem bisher Bewiesenen 148t sich folgendes ableiten: Wenn eine obere Schranke fiir die
Wahrscheinlichkeit gesucht ist, dafl es ein Bad-Set mit den Parametern 3 < a < 0.02C,
f und s gibt, dann kann man die Parameter iterativ verindern, bis man entweder bei
H(3,1,12) oder H (4,1, 12) angelangt ist, ohne dabei die Wahrscheinlichkeit zu verringern.

Zuerst setzt man s auf den minimal mdoglichen Wert. Ist f < a/4, dann erhdht man
f so lange, bis man einen Wert f > a/4 erreicht hat (s wird dabei an f angepafit).
Gilt f > a/4 erniedrigt man a um zwei und f um eins (s wird dabei wieder angepafit).
Bei jeder Verinderung der Parameter, steigt die Abschéitzung fiir die Wahrscheinlichkeit
eines Bad-Sets, wie gerade bewiesen wurde. Man verdndert die Parameter so lange, bis
man entweder a = 4, f = 1,s = 18 oder a = 3,f = 1,s = 12 erreicht. Diese beiden
Parametersitze stellen also eine obere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit dar.

Um eine obere Schranke fiir alle Parametermoglichkeiten mit 3 < a < 0.02C' zu erhalten,
geniigt es also diese beiden Randfille ndher zu betrachten.

Benutzt man die Formel fiir H (a, f, s) in Fakultdten ergibt sich:
H(4,1,18) = O(C-C®.Cl0)=0(C")
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H(3,1,12) = O(C-C'2.C% =0(C™)

Auf jeden Fall mufl die Wahrscheinlichkeit fiir H(3,1,12) noch mit C® multipliziert wer-
den, damit man die Gesamt-Wahrscheinlichkeit fiir alle méglichen Kombinationen an Pa-
rametern 3 < a < 0.02C',f und s erhilt.

Die Gesamt-Wahrscheinlichkeit liegt daher bei O(1/C?); das reicht fiir eine randomisierte
Konstruktion aus.

5.6 Das Ergebnis fiir 6 Checker pro Contact

Es erhebt sich nun die Frage, was fiir eine untere Schranke fiir die Approximierbarkeit
von E2-LIN2-30CC durch das Wheel bewiesen werden kann.

Dazu gehen wir wie bei E2-LIN2-7OCC vor: Nehmen wir wieder an, daf} das unbeschréinkte
E2-LIN2 keine Gleichungen der Form z+x = z enthilt, da die Erfiillung solcher Gleichun-
gen unabhingig von der Belegung von x ist. Nehmen wir weiter an, dafl es im E2-LIN2
n Gleichungen gibt. An jeder Gleichung sind dann genau 2 Variablen, und deshalb sind
auch genau 2 Contacts aus 2 verschiedenen Wheels im E2-LIN2-30CC beteiligt.

In einem Wheel mit C' Contacts gibt es (bei 6 Checkern pro Contact) genau 10C Glei-
chungen; hinzu kommen die Gleichungen der Contacts, die das Wheel mit dem Rest des
Graphen verbinden und die den Gleichungen im unbeschrinkten E2-LIN2 entsprechen.
Insgesamt muf} es 2n Contacts geben. Da jeder Contact 10 zusétzliche Wheel-Gleichungen
erzeugt, gibt es also im E2-LIN2-30CC 10 - 2n + n = 21n Gleichungen.

Wenn es im E2-LIN2 S erfiillte Gleichungen gibt, dann gibt es im E2-LIN2-30CC nach
der Umbelegung der Wheels genau 20n + S erfiillte Gleichungen (weil alle Gleichungen
im Wheel erfiillt sind).

Laut Hastad 148t sich ein E2-LIN2 mit 16n Gleichungen nicht besser als 12/11 approxi-
mieren. Daraus folgt, dafl sich ein E2-LIN2-30CC mit 21 - 16n = 336n Gleichungen nicht
besser als (320n + 12n)/(320n + 11n) = 332/331 approximieren laft.

Um die Anzahl der Contacts pro Wheel mit der Anzahl der Wheels insgesamt steigen
zu lassen, benutzt man das gleiche Vorgehen wie bei E2-LIN2-7OCC, d.h. man verviel-
facht die Gleichungen des E2-LIN2. Wie bereits vorher gezeigt, dndert das nichts an der
Schranke, und man erhilt dadurch eine korrekte, randomisierte Reduktion.

5.7 Verbesserungsversuche

Es ist nun die Frage, ob die randomisierte Konstruktion iiber das Wheel auch funktioniert,
wenn man das Wheel nicht mit 6 Checkern pro Contact konstruiert, sondern mit nur 5
Checkern pro Contact.
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Ko6nnte man zeigen, dafi ein Wheel mit 5 Checkern pro Contact immer noch eine korrekte,
randomisierte Konstruktion liefert, wiirde sich die vorher berechnete untere Schranke
sofort verbessern: In einem Wheel mit C' Contacts gibt es dann nur noch 8.5C Gleichungen,
was bedeutet, dal die Anzahl der Contacts immer gerade sein mu$f.

Wenn das E2-LIN2 n Gleichungen besitzt, dann hat das E2-LIN2-30CC nur noch 18n
Gleichungen (nicht mehr 21n). Die untere Schranke wiirde sich damit auf 284/283 ver-
bessern.

Leider 148t sich leicht iiberpriifen, dafl mit den bisher benutzten Formeln ein Beweis fiir
5 Checker nicht moglich ist. Um eine Verbesserung zu erzielen, miissen also die Zahlme-
thoden verbessert werden.

5.7.1 Verbesserung von P(q, f,s)

Zum Versténdnis der folgenden Verbesserungen mufl man sich klar machen, was man
eigentlich zdhlen will, ndmlich die Anzahl der Matchings, bei denen es mindestens 1 Bad-
Set gibt.

Wenn man bei der Formel A(a, f,s)- P(a, f,s) den Nenner 1/M (5C') (bei 5 Checkern pro
Contact) ausklammert, dann bleibt genau die Abschétzung fiir die Anzahl an Matchings
mit mindestens einem Bad-Set iibrig. Diese Abschidtzung basiert darauf, daffl man alle
Matchings erfafit, die eine vorgegebene Teilmenge mit Parametern a,f und s zu einem
Bad-Set machen.

Tatséchlich wird dadurch ein Matching, das & Bad-Sets enthélt, bei den bisherigen For-
meln auch sicher £ mal gezdhlt. Jedes der Bad-Sets entspricht nidmlich einer anderen
Teilmenge an Checkern, und die bisherige Abschétzung z&hlt das Matching fiir jede dieser
Teilmengen mit.

Hat man zwei Teilmengen, die beide bei einem bestimmten Matching zu Bad-Sets werden,
dann reicht es aus, dieses Matching nur einmal zu zdhlen.

Eine erste Verbesserung ergibt sich daraus wie folgt: Nehmen wir an, dafl bei einer Teil-
menge von Checkern und Contacts, ein Checker an dem Rand eines ausgewihlten Frag-
ments liegt. Wenn wir dann ein Matching betrachten, bei dem die Teilmenge ein Bad-Set
wird und bei dem die Matching-Kante des Checkers eine Cut-Kante ist, dann wird dieses
Matching mindestens zweimal gezéhlt. Lat man ndmlich den Checker samt Cut-Kante
weg, dann erhilt man eine neue Teilmenge, die das Matching ebenfalls mitzdhlt, weil
durch Weglassen des Checkers nur eine Cut-Kante weniger vorhanden ist, d.h. daf} die
neue Teilmenge erst recht ein Bad-Set ist.

Liegt vor dem Checker noch ein Contact, dann mufl die Anordnung auch ohne Contact
und Checker ein Bad-Set sein, da man durch Entfernen von Contact und Checker die
Differenz zwischen Contacts und Cut-Kanten nicht &ndert, d.h. dal man wieder eine neue
Teilmenge erhélt, die das Matching schon mitzdhlt. Diese beiden Folgerungen sind in
Abbildung 11 illustriert.
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Abbildung 11: Zwei Matchings, die zweimal gezdhlt werden

Diese Folgerung beeinfluit die Formel fiir P(a, f, s); anstatt (f) zu benutzen — was der An-
zahl der Moglichkeiten, Cut-Kanten auf die ausgewihlten Checker zu verteilen, entspricht
— reicht es auch, mit (s 2 ) zu zihlen. Ein Matching, bei dem ein Checker an einem Frag-
mentrand eine Matchlng Kante als Cut-Kante hat, ist ndmlich bereits von einer kleineren
Teilmenge gezdhlt worden.

5.7.2 Eine neue Formel fiir P(a, f, s)

Die Idee, mit der man (:) auf (“ff ) verbessert, 148t sich noch erweitern: Werden in einer
ausgewihlten Menge an Checkern zwei Endknoten fiir zwei Cut-Kanten nebeneinander
gelegt, so ist das Matching ebenfalls schon von einer kleineren Teilmenge mit einem Frag-
ment mehr gezéhlt worden (siehe Abbildung 12). Diese Teilmenge mufl bei dem gleichen
Matching ebenfalls ein Bad-Set sein, da sich die Anzahl der Cut-Kanten und Contacts
nicht gedndert hat.

@® Contact (O Checker Cut-Kante

AN <

Abbildung 12: Zwei nebeneinander liegende Cut-Kanten

Diese Vorgehensweise funktioniert nur, wenn zwischen den beiden Checkern kein Contact
liegt; wenn zwischen den Checkern ein Contact liegen wiirde, miifite man den Contact
entfernen, und das wiirde die Anzahl der erlaubten Cut-Kanten verringern.

Nehmen wir an, wir wollen 7 Cut-Kanten auf s Checker verteilen. Nachdem der erste
Endpunkt (s Méglichkeiten) fiir die Cut-Kante ausgesucht worden ist, ist mindestens eine
weitere Position fiir die Auswahl des nédchsten Endpunktes gesperrt (deshalb nur noch
(s — 2) Moglichkeiten). Nachdem 3 Endpunkte ausgewiihlt wurden, kann es passieren,
daf alle 3 Endpunkte zwischen 2 Contacts liegen (siche Abbildung 13). In diesem Fall
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sperren die 3 Endpunkte zusammen nur noch 2 weitere Positionen, und es gibt deshalb
noch (s — 5) Positionen zur Auswahl fiir den 4. Endpunkt.

@® Contact (O Checker | Cut-Kante

/NN

gesperrte Positionen

Abbildung 13: Drei Cut-Kanten zwischen zwei Contacts

Wenn man diese Uberlegung als Formel ausdriickt, erhilt man:

i Faktoren
s(s=2)(s—4) (s=5)(s=7)(s—=9) (s—10)
2!
3 (s—5)% (s—10)% ...

N

Vs, i) =

Driickt man s durch aC' und ¢ durch SC aus, ergibt sich durch Anwendung der Stirling-
schen Formel wieder ein Ausdruck der Form eV (@8)+0(nC) Riiy V(q, 3) erhilt man:

N T Y A W A
Vie,B) = 351n5 3(5 3>1n<5 3) 551n5

Um (s_ff> durch V(s — 2f,i) ersetzen zu konnen, ist nun noch zu analysieren, ob die
Sperrung der 2f Checker am Rand mit der Priamisse kollidiert, dafl zwei Cut-Kanten
nicht nebeneinander liegen diirfen.

Dazu miissen die verschiedenen Fiélle, die an den Fragmentréindern auftreten konnen,
iiberpriift werden:

e Nehmen wir an, dafl der Fragmentrand aus einem oder zwei Checkern vor einem
Contact besteht. In diesem Fall darf keiner der beiden Checker ein Endpunkt fiir
eine Cut-Kante sein, da man sonst beide weglassen konnte ohne die Anzahl der
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erlaubten Cut-Kanten zu verringern. Da aber nur der Fall ausgeschlossen wird, daf
der duflerste Checker ein Endpunkt fiir eine Matching-Cut-Kante ist, wird zuviel
gezihlt und auf keinen Fall zu wenig.

e Hat der Fragmentrand mehr als 2 Checker vor einem Contact, dann zdhlt die Formel
aus dem gleichen Grund zu viel.

e Besteht der Fragmentrand aus einem Contact, dann ist der Checker direkt nach
dem Contact als Matching-Cut-Kanten-Endpunkt gesperrt. Wird von den iibrigen
vier Checkern einer ausgewihlt, dann wird dadurch wieder mindestens eine weitere
Position gesperrt, d.h. die Abschéitzung arbeitet immer noch korrekt.

5.7.3 [Eine genauere Formel fiir A(a, f, s)

Die beiden bisher benutzten Formeln fiir die Abschitzung von A(a, f,s) sind natiirlich
sehr ungenau und kénnen leicht verbessert werden.

Die einfachste Verbesserung ist fiir den Term (gc) —wenn man mit 5 Checkern pro Contact

rechnet — moglich. Dazu kann man einfach die Anzahl der ausgewéhlten Knoten mit in
die Formel hereinnehmen, d.h. man rechnet mit (SJJZ“) (6077“). Die Formel erklirt sich so:
Man teilt zuerst die s+a ausgewihlten Knoten (s Checker und a Contacts) in f Fragmente

auf; es gibt dafiir (s;il) verschiedene Moglichkeiten, und zur Vereinfachung benutzt man

(SJJZ“). Als néchstes werden die 6C' — s — a unausgewihlten Knoten (wieder Checker und
Contacts) auf die f Fragmente, die als Zwischenrdume dienen, verteilt. Man rechnet wieder
vereinfacht mit (60757“). Jetzt legt man einen Knoten auf dem Wheel fest und beginnt mit
einem ausgewéhlten Fragment. Das néchste Fragment ist dementsprechend unausgewihlt;
so wird fortgefahren, bis alle Fragmente verteilt sind. Was noch fehlt, ist die Anzahl der
Moglichkeiten, den Startknoten zu bestimmen. Da jeder Knoten als Startknoten dienen

kann, gibt es dafiir 6C' Moglichkeiten, d.h. man erhélt als Gesamtformel:

(5

Da der lineare Faktor 6C' im Exponenten der e-Funktion nur als O(In C) eingeht, kann er
bei groflem C' vernachlissigt werden.

Auch bei dieser neuen Formel wird wieder nicht darauf geachtet, dafl die Anzahl der
Contacts stimmt. Es wird zwar insgesamt die richtige Zahl an Knoten ausgewé&hlt, aber
ob dabei auch wirklich genau a Contacts ausgewihlt werden, ist nicht garantiert.

Die Anzahl der ausgewihlten Contacts l&8t sich dafiir leicht in die zweite For-

mel (C; fo ) (d;“;f ) einarbeiten: Hier kann man einfach den ersten Faktor genauer als

(“J;f ) (Cf‘”f ) berechnen. Die Erklarung ist dieselbe wie bei der Formel zuvor; man verteilt

erst die ausgewiahlten und dann die unausgewéhlten Contacts. Der zusétzliche Summand
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+f kommt dadurch zustande, da} Fragmente in diesem Fall auch gar keinen Contact
enthalten diirfen. Fiir die zweite Zdhlmethode erhélt man also:

<a+f> (C—a+f>

C

S f

Der lineare Faktor C' kommt, wie schon zuvor erkliart, aus der Moglichkeit, die Fragmen-

tekombination an C' verschiedenen Positionen beginnen zu lassen. Er geht im Exponenten
wieder nur mit O(In C') ein und kann deshalb bei grofem C' ignoriert werden.

Der Nachteil der zweiten Formel ist, dafl nicht darauf geachtet wird, dafl an einem Frag-
mentrand nicht mehr als 5 Checker angehéingt werden konnen. Zusétzlich kann man mehr
als ein ausgewihltes Fragment zwischen zwei Contacts legen, was jedoch nicht sinnvoll
ist, wie spéter noch genauer erldutert wird.

Die Frage ist, ob man die Nachteile der zweiten Formel so weit beheben kann, daf} sie zu
einer generell besseren Formel wird.

Dazu wurden zuerst zwei neue Parameter eingefiihrt:

e h, die Anzahl der ausgewdhlten Fragmente, die keinen Contact enthalten.

e g, die Anzahl der unausgewdhlten Fragmente, die keinen Contact enthalten.

Zunichst kann man die Beobachtung machen, dafl ein Fragment ohne Contact minde-
stens 3 Checker enthalten muf; das gilt fiir unausgewéhlte genauso wie fiir ausgewéhlte
Fragmente.

Nehmen wir wieder an, wir haben ein Matching, das eine Teilmenge zu einem Bad-Set
macht, die ein Contact-loses Fragment mit weniger als 3 Checkern enthélt. Streicht man
dieses Fragment, dann erhilt man einen neue Teilmenge, die durch dieses Matching eben-
falls zu einem Bad-Set gemacht wird; dabei ist es egal, ob ein ausgew#hltes oder unaus-
gewdhltes Fragment gestrichen worden ist. Da das Matching durch diese Teilmenge schon
gezidhlt worden ist, braucht man es bei der Teilmenge davor nicht zu zéhlen.

Da das fiir alle Matchings gilt, die die vorangegangene Teilmenge zu einem Bad-Set ma-
chen, braucht man fiir die vorangegangene Teilmenge gar kein Matching zu zdhlen.

Aus diesen Uberlegungen ergeben sich mehrere Verbesserungen:

e Zwischen zwei ausgewéhlten Contacts kann hochstens ein unausgewihltes Fragment
liegen.

e Zwischen zwei unausgewéhlten Contacts kann hochstens ein ausgewihltes Fragment
liegen.

e Zwischen einem unausgewihlten und einem ausgewihlten Contact kann kein aus-
gewidhltes Fragment liegen.
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Wire eines der Kriterien nicht erfiillt, dann géibe es ein Fragment mit weniger als 3
Checkern, und dieser Fall ist ausgeschlossen worden.

Betrachten wir nun den Fall, da§ wir, wie zuvor erklért, die Minimalbelegung von 6(a — f)
Checkern vergrofiern wollen:

e Zuerst werden die a ausgewihlten Contacts auf die (f—h) Fragmente mit mindestens
einem Contact verteilt. Die Anzahl der Mo6glichkeiten betrigt vereinfacht:

(+24)

e Dann werden die g Contact-losen, unausgewihlten Fragmente auf die (f — h) Zwi-
schenrdume zwischen den ausgewihlten Fragmenten mit Contacts verteilt:

(')
g
Durch diese Auswahl werden ¢ Zwischenrdume gestrichen; die anliegenden aus-

gewihlten Fragmente werden dadurch aneinandergehingt. Danach gibt es also nur
noch f —d — g Fragmente, die Contacts enthalten.

e Dann wird bestimmt, zwischen welchen Fragmenten mit Contacts sich die Contact-
losen ausgewihlten Fragmente befinden. Dazu verteilt man sie auf die f —h — g

Zwischenrdume:
f—h—g
h

Nach dieser Verteilung hat man f — g Fragmente, die Contacts enthalten. Aus der
Formel kann man erkennen, daf} gelten muf}: h + g < f.

Daf diese Beschrinkung stimmt, wird einem klar wenn man einmal versucht, eine
Teilmenge zu zeichnen, bei der sie nicht eingehalten wird.

e Zuletzt werden die iibrigen C' — a Contacts auf die f — g Zwischenrdume verteilt:
(5-2)
f—y
Die Vorgehensweise ist in Abbildung 14 verdeutlicht.

Wieder kann noch ein Faktor C' angefiigt werden, um eine Fragmentkombination an C
verschiedenen moglichen Positionen anfangen zu lassen. Da der Faktor 6C' im Exponenten
wieder nur mit O(Inn) eingeht, wird er im weiteren weggelassen.

Durch die Einfiihrung von A und ¢ kann man auch genauer Abschitzen, in welchem
Bereich sich s bewegen muf. Ziahlen wir zuerst die (f — h) ausgewihlten Fragmente, die
Contacts enthalten; sie besitzen mindestens 5(a — (f — h)) Checker.
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a Contacts C-a Contacts

s

Abbildung 14: Eine Verteilung mit: f =5, g=2,h =1

In der alten Formel sind Contact-lose ausgewéhlte Fragmente gar nicht beriicksichtigt wor-
den; sie wurden bei der Abschéitzung mit —6 Checkern gezihlt (siche Kapitel 5.3). Jetzt
ist es moglich, sie mit mindestens einem Checker zu zéhlen, weil man dadurch jede erlaub-
te Moglichkeit erzeugen kann, indem man die Fragmentgrenzen entsprechend verschiebt
(siehe Abbildung 15). Das funktioniert, weil der mittlere Checker immer ausgewéhlt sein

muf.

d=0, 1 Checker +1

d=3, 4 Checker

Abbildung 15: Ein ausgewé#hltes Fragment ohne Contacts
Der Uberstand wird also mit d = s — (5a — 5f + 6h) berechnet und dann mit
d+2f
2f

Die vorhergehende Formel ist nur eine gute Abschéitzung, wenn d klein ist. Es gibt aber
auch eine Methode, die verschiedenen Kombinationen an Fragmentrindern bei Contact-
losen Fragmenten anders zu zéhlen.

Moglichkeiten verteilt.

Jedes ausgewéhlte Contact-lose Fragment steuert eigentlich mindestens 3 Contacts bei;
man muf} also insgesamt mindestens (5a — 5f + 8h) Checker ausgewéhlt haben.

Wenn wir den echten Uberstand d berechnen, gilt also d = s — (5a — 5f + 8h). Die Anzahl
d+2f) _

der Moglichkeiten, den Uberstand zu verteilen, wird bei der alten Formel mit ( af ) =
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(dJ’de ) berechnet. Durch die Umformung sieht man, dal die Anzahl der M6glichkeiten mit,

wachsendem Uberstand monoton ansteigt, d.h. heiBt fiir eine obere Schranke kann man
ein maximal mogliches d benutzen.

Die Formel kann verbessert werden, indem man wieder die Contact-losen Fragmente g
und h betrachtet; fiir beide Fragmenttypen gibt es nur jeweils 6 Moglichkeiten, Contacts
auf sie zu verteilen (siche Abbildung 16).

O Checker [ Fragmentkante
© Contact unselektiert ® Contact selektiert

Abbildung 16: Fragmente ohne Contact

Der maximale Uberstand wird deshalb nur auf die (2f —2¢g—2h) unbeschriinkten Fragmen-
trander verteilt, und fiir die Contact-losen Fragmente werden statt dessen 6"9 Moglich-
keiten berechnet. Es ergibt sich als Gesamtformel:

<d+2f d2g 2h>6h+9 mit d = s — (5a — 5f + 8h)

Das Prinzip, die Anzahl der moglichen Konfigurationen an einem Fragmentrand zu zéhlen,
anstatt die Checker auf die Rédnder zu verteilen, 148t sich auch auf die normalen Frag-
mente anwenden. Es gibt (2f — 2¢g — 2h) unbeschriinkte Fragmentrénder. An jedem davon
konnen zwischen 0 und 5 Checker angehéingt werden, d.h. es gibt pro Fragmentrand 6
Moglichkeiten. Anstatt die iiberstehenden Checker auf die Fragmentréinder zu verteilen,

kann man also auch mit
62f—2g—2h6g+h — 62f—g—h

rechnen.

Die maximale Anzahl von Checkern berechnet man auf folgende Weise: Jedes der h
Contact-losen ausgewihlten Fragmente kann maximal 5 Checker haben. In jedes der g
Contact-losen unausgewéhlten Fragmente konnen hochstens 2 Checker hineinragen (sonst
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hitte das unausgewihlte Fragment weniger als 3 Checker). Die iibrigen (2f — 29 — 2h)
unbeschrinkten Rénder kénnen wieder maximal 5 Checker enthalten. Die (f — h) aus-
gewéhlten Fragmente mit Contacts enthalten 5(a—(f—h)) Checker. Zusammengenommen
kann man also hochstens s = ba + 5f — 8¢ Checker auswéhlen.

Wollen wir jetzt wie, schon in Kapitel 5.3 Checker von den Fragmentrindern streichen,
dann mufl man allerdings mit d = (5a + 5f — 6g) — s im einfachen Fall rechnen. Das
liegt daran, dafl bei einem g Fragment nur garantieren ist, dafl der mittlere Checker nie
ausgewdhlt ist, aber nicht mehr.

Rechnet man wieder mit 697", dann ergibt sich d = (5a+5f —8¢g) — s, weil jetzt garantiert
ist, dal an einem g Fragment hochstens 2 Checker gezéhlt werden miissen.

Zusammengefaflt erhélt man folgende Formel, um festzulegen, wie die Fragmente verteilt

e

Die Anzahl der Méglichkeiten, den Uberstand auf die Fragmentriinder zu verteilen, kann
auf 5 verschiedene Arten berechnet werden:

(d—|—2f> mit d =s— (ba — 5f + 6h)

d oder d = (ba+5f —6g) — s
d+2f = 29— 2h) g mit d = s — (5a — 5 + 8h)
d oder d = (5a+5f —8g) —s

62f—g—h

Man schétzt wieder mit einer e-Funktion ab. Von den genannten fiinf Berechnungsmoglich-
keiten wihlt man immer die aus, die den kleinsten Exponenten fiir einen vorgegebenen
Parametersatz ergibt. Das FErgebnis dieser Berechnung multipliziert man mit der Anzahl
der Moglichkeiten, die Fragmente auf die Contacts zu verteilen. Damit erhilt man eine
neue, genauere Formel fiir A(a, f, s, g, h).

Mann kann jetzt wieder a, f,s,g,h durch Anteile von C' ausdriicken und berechnet
dann damit A(a, f,s,g,h)P(a, f,s); man erhilt wieder eine e-Funktion, die die Form
eCE+O0M(C) hat, K hiingt nur noch von den gewihlten Parametern a, f, s, g, h hab. Leider
stellt sich heraus, daf} die genauere Abschéitzung von A(...) immer noch nicht ausreicht,
um die Korrektheit der Konstruktion zu beweisen; d.h. es gibt immer noch Parameter-
kombinationen, bei denen K > 0 ist.

5.7.4 Ein anderer Ansatz fiir A(a, f, s)

Bisher wurde A(a,f,s) auf die zwei beschriebenen Methoden abgeschétzt. Bereits bei Piotr
Bermann und Marek Karpinski wird eine Verbesserung eingefiihrt, der eine ganz andere



5 DAS WHEEL 61

Idee zugrunde liegt.

Zahlt man im Fall mit 5 Checkern mit (g?), dann zdhlt man zuviel, weil man dabei
die Verteilung der Contacts auf die Fragmente mitberiicksichtigt. Ob ein Matching ei-
ne Teilmenge zu einem Bad-Set macht, hingt aber prinzipiell nur von der Anzahl der

ausgewihlten Contacts, nicht aber von ihrer Lage ab. Abbildung 17 macht das deutlich.

e Contact — 6 Checker
OO @ 00—
000 00—
@@ oo o 0o
— @ e e o S I

Abbildung 17: Vier Moglichkeiten, einen Contact auf 2 Fragmente zu verteilen

Also reicht es, nur (520) Moglichkeiten zu zdhlen. Durch die Festlegung der Fragmente auf
den Checkern werden auch die ausgewéhlten Contacts festgelegt, sofern sie nicht genau an
einem Fragmentrand liegen. Welche Contacts an den Fragmentréindern ausgewihlt sind
oder nicht spielt aber keine Rolle, so lange die Gesamtanzahl stimmt.

Eine Liicke bei der bisherigen Argumentation stellen Fragmentkonfigurationen dar, bei
denen ein einzelner Contact ein unausgewéhltes Fragment bildet (siehe Abbildung 18 ).
Alle Moglichkeiten dieser Art werden mit der beschriebenen Verbesserung nicht direkt
erfafit. Man kann wieder argumentieren, dafl man alle Matchings, die diese Konfiguration
zu einem Bad-Set machen, bereits in der Teilmenge mitgezéhlt hat, bei der der Contact
ausgewdahlt war. Die Frage ist nur, was passiert, wenn man eine Teilmenge betrachtet, die
bereits die maximal mégliche Anzahl an Contacts enthilt. Hier greift die Argumentation
der mehrfachen Z&hlung nicht, weil eine Teilmenge mit einem Contact mehr nicht gezéhlt
wird.

Allerdings wird eine solche Moglichkeit auf eine andere Weise mitgezéhlt; nehmen wir
wieder Abbildung 18 als Ausgangsbasis. Eine Mo6glichkeit, die tatsidchlich mitgezdhlt wird,
ist die Zusammenfassung der abgebildeten Checker zu einem Fragment mit den Grenzen
bei Knoten 1 und 2.

@® Contact (O Checker
[1 E 2

Abbildung 18: Ein einzelner unausgewéhlter Contact

Eine solche Anordnung wiirde erfordern, daf§ der Contact ebenfalls ausgewéhlt wire; neh-
men wir momentan an, dafl dies so ist — auch wenn damit mehr Contacts als erlaubt
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ausgewahlt sind — und daf§ es sich bei der gesamten Anordnung um kein Bad-Set handelt,
d.h. daBl sie mehr Cut-Kanten als Contacts enthélt. Entfernt man aus dieser Anordnung
den einen Contact, dann hat man danach eine Cut-Kante mehr, denn man hat zwar einen
Contact gestrichen, aber dadurch 2 Cut-Kanten gewonnen. D.h. damit die Anordnung
nach dem Streichen des Contacts ein Bad-Set ist, muf sie auf jeden Fall davor schon eines
gewesen sein; deshalb hat man wieder zu viele Matchings gezdhlt, aber nicht zu wenige.

Piotr Berman und Marek Karpinski haben dieses Vorgehen in der Weise beschrieben, daf

sie die Contacts durch Kanten, so genannte Contact-Kanten, ersetzen. Danach enthélt
das Wheel nur noch Checker.

Entwickelt man diese Idee konsequent weiter, dann wird klar, daf§ die Ersetzung der Con-
tacts durch Kanten noch viel weitreichendere Folgen hat: Durch dieses Modell, kann man
sich die Anzahl der Contacts als kiinstlichen Parameter vorstellen, d.h. vollig unabhéngig
von der tatsdchlich ausgewdhlten Menge an Checkern.

Findet man zu einer beliebigen (ohne die Contacts zu beriicksichtigen) ausgewéhlten Teil-
menge an Checkern ein Bad-Set, d.h. auch gleichzeitig ein Matching, was diese Teilmenge
zu einem Bad-Set macht, gibt es drei Moglichkeiten:

e Die ausgewiihlte Teilmenge an Checkern pafit zur vorgegebenen Anzahl an Contacts;
d.h. man kann mit der vorgegebenen Anzahl an Contacts die ausgew#hlten Contact-
Kanten besetzen. Bei Contact-Kanten, die als Fragmentgrenze dienen, kann frei
entschieden werden, ob sie besetzt werden sollen oder nicht (auf diese Kanten kann
man {iberfliissige Contacts verteilen).

In diesem Fall hat man ein Matching entdeckt, das wirklich ein Bad-Set enthilt.

e Die ausgewihlte Teilmenge an Checkern benétigt weniger als die angegebene Anzahl
an Contacts (selbst wenn man alle Contact-Kanten, die als Fragmentgrenze dienen,
mit Contacts auffiillt).

In diesem Fall werden mehr Cut-Kanten zugelassen als eigentlich erlaubt sind, weil
man mit zu vielen Contacts rechnet. Man findet dadurch Matchings, die Bad-Sets
erzeugen, die in dem echten Wheel gar keine Bad-Sets sind. Da auch alle Matchings
und dazugehorigen Bad-Sets gezihlt werden, die weniger Cut-Kanten haben, wird
aber auf jeden Fall nie zu wenig gezihlt.

e Die ausgewdhlte Teilmenge an Checkern benétigt mehr Contacts als angegeben sind,
und man hat bereits die maximale Anzahl an Contacts zur Verfiigung.

In diesem Fall miifite man die Teilmenge an einigen Contact-Kanten aufspalten und
so in mehr Fragmente aufteilen als vorgegeben sind, um eine erlaubte Anordnung
zu erhalten. Dadurch sinkt aber wieder nur die Anzahl der erlaubten Cut-Kanten;
das bedeutet wieder nur, dafl man Matchings zihlt, die im echten Wheel gar keine
Bad-Sets enthalten wiirden; alle echten Bad-Sets werden aber wieder erfafit.
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Zusammen mit dem Argument des mehrfachen Zahlens von Matchings kann man die
Abschiatzung (‘ZC) noch weiter verbessern; die bisherige Abschitzung erlaubt nimlich
ausgewihlte Fragmente, die aus weniger als drei Checkern bestehen.

Ein Matching, das von einer so gearteten Teilmenge gezdhlt worden ist, wurde aber auch
sicher von der Teilmenge gezihlt, bei der die Checker nicht ausgewihlt waren. (Diese
Teilmenge hat ein Fragment und ein oder zwei Checker weniger; siehe Abbildung 19 ).

© ausgewahlt O unausgewahlt

Abbildung 19: Ein ausgewéhltes Fragment mit 2 Checkern

Ein ausgewihltes Fragment sollte also mindestens 3 Checker enthalten. Um diese Ver-
besserung in die Formel einzuarbeiten, werden einfach 2f Checker reserviert, bevor man
die einzelnen Fragmente bestimmt. An jedes ausgewihlte Fragment werden dann zwei
Checker hinzugefiigt, so dafl ein ausgewéhltes Fragment mindestens 2 Checker enthilt.

Als Formel ergibt sich: (502}2/[ )

Mit der gleichen Argumentation kann man auch begriinden, dafl ein unausgewé&hl-
tes Fragment mindestens 3 Checker enthalten mufl. Man erhilt dann als neue Formel

A(a, f,s) = (502}4/[).

5.7.5 Kollisionen bei den Verbesserungen

Leider gibt es bei beiden Ansitzen A(a, f,s) zu berechnen, Kollisionen mit der neuen
Formel V' (a, f, s) fiir die Abschitzung von P(a, f, s).

Diese Formel beruhte nidmlich auf der Idee, dafl man zwei nebeneinander liegende aus-
gewihlte Checker streichen kann, wenn sie die Endpunkte von zwei Matching-Cut-Kanten
sind; d.h. man ordnet diese Checker der Menge an unausgewihlten Checkern zu.

Die Verbesserungen von A(a, f, s) basieren aber in beiden Ansétzen auf der Idee, daf ein
unausgewahltes Fragment aus mindestens 3 Checkern besteht. Damit die gerade erklérte
Umbelegung erlaubt ist, miifite man aber Teilmengen mitzéihlen, die auch unausgewéhlte
Fragmente mit 2 Checkern enthalten.

Wenn man den Einflul der Verbesserungen auf die gesamte Abschidtzung miteinander ver-
gleicht, dann ist es giinstiger die Verbesserungen fiir A(a, f, s) zu behalten und P(a, f, s)

mit Hilfe von (Z:g;) zu berechnen.

Diese einfach Verbesserung fiir P(a, f,s) kollidiert nicht mit den Verbesserungen fiir
A(a, fs). Das ist nicht so offensichtlich ist wie man meinen kénnte: Da nédmlich die mini-
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male Linge der ausgewéhlten Fragmente auf 3 nach unten begrenzt ist, mufl man iiber-
priifen, was mit Fragmenten passiert, die genau 3 Checker und eine Matching-Kante als
Cut-Kante am Rand enthalten.

Vorher wurde argumentiert, dafl das Matching, welches diese Teilmenge zu einem Bad-Set
macht, bereits von einer Teilmenge gezihlt wurde, bei der der Checker mit Matching-Cut-
Kante fehlt. Da jetzt die Fragmente alle mindestens 3 Checker grof§ sein miissen, greift
diese Argumentation nicht mehr. Statt dessen kann man leicht sehen, daf} die Teilmenge,
bei der das gesamte Fragment aus 3 Checkern fehlt, das betrachtete Matching schon
gezahlt hat, da durch Loschen des gesamten Fragmentes die Anzahl der erlaubten Cut-
Kanten nur um mindestens 1 erhoht wird (siehe Abbildung 20).

O unausgewéhlt @ ausgewahlt] Cut-Kante

Abbildung 20: Ein ausgewéhltes Fragment, das geloscht wird
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Durch die Ersetzung der Contacts durch Contact-Kanten kann man das Sperren von
Checkern fiir Cut-Kanten auch auf die unausgewihlten Checker iibertragen, d.h. man
kann mit (50;52}% ) anstatt (fﬁ;;) bei P(a, f, s) rechnen. Die Argumentation ist dieselbe:
Wenn bei einem unausgewihlten Checker an einem Fragmentrand die Matching-Kante
eine Cut-Kante ist, dann wurde dieses Matching bereits von der Teilmenge gezihlt, bei
dem der Checker ausgewéhlt ist und deshalb die Matching-Kante keine Cut-Kante mehr
ist. Der Sonderfall, daf} ein Fragmentrand aus einem Contact besteht, mufl durch die

Ersetzung der Contacts durch Kanten nicht mehr beachtet werden.

Durch konsequente Weiterentwicklung der Idee der Contact-Kanten kann man sogar ar-
gumentieren, daf es geniigt, mit (Z:;’;) und (561;52}31[ ) zu rechnen; in diesem Fall kommt
man einem Beweis sehr nahe, daf§ die Konstruktion mit 5 Checkern korrekt ist.

Leider hat der gesamte Ansatz mit Contact-Kanten einen entscheidenden Haken. Wie man
leicht nachrechnet, liegt durch die bisherige Argumentation das Maximum der berechneten
Wahrscheinlichkeit immer bei ¢ = 0.5. In diesem Fall wurde bereits erkliart, wie man
argumentiert, um den Fall eines einzelnen unausgewihlten Contacts zu erfassen. Leider

enthilt die Argumentation eine weitere Liicke, die nur schwer zu erkennen ist.

Die Argumentation basiert darauf, da man fiir solche isolierten Contacts eine andere
Teilmenge zihlt, bei der dieselben Checker ausgew#hlt sind und bei der mehr Cut-Kanten
erlaubt sind.
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Leider wird aber in Extremfillen genau so eine Teilmenge nicht gezéhlt. Zur genauen Er-
klarung gehen wir davon aus, dafl das Wheel 100 Contacts hat und wir den Fall betrachten,
da3 50 davon ausgewéhlt sind.

Nehmen wir an, dafl sich alle ausgewéhlten Contacts in einem einzigen Fragment befin-
den und dafl dieses Fragment genau 5(50 + 1) = 255 Checker enthélt, d.h. die beiden
Fragmentrinder voll besetzt sind. Nehmen wir weiterhin an, dafl in der Hilfte, in der
die Contacts nicht ausgewihlt sind, zwei weitere Fragmente aus jeweils 5 Checkern genau
nebeneinander liegen und dafl diese Fragmente nur durch einen unausgewéhlten Contact
getrennt sind.

Diese Knotenmenge enthilt insgesamt 265 Checker.

Die bisherige Argumentation besagt, dafi diese Teilmenge von einer anderen Teilmenge
mitgezdhlt wird, in der die beiden Fragmente mit 5 Checkern in ein Fragment mit 10
Checkern zusammengefaflt sind. Diese Annahme ist falsch.

Die gemeinte Teilmenge miifl 50 Contacts enthalten und aus 2 Fragmenten bestehen; eines
davon mit 255 Checkern und eines davon mit 10 Checkern; insgesamt hat sie also auch
265 Checker.

Durch die Bedingung s < 5(a + f) = 5(50 + 2) = 260 wird aber diese Teilmenge nie
gezihlt.

Die ganze Idee der Contact-Kanten enthilt das Problem, dafl der Zusammenhang zwi-
schen der Anzahl der ausgewihlten Checker und der ausgewihlten Contacts ausgehebelt
wird. Dieser Zusammenhang wird nur noch kiinstlich hergestellt, indem man beide Zahlen
vorgibt und nur Teilmengen betrachtet, bei denen die Bedingung 5(a — f) < s < 5(a+ f)
erfiillt ist.

Ein grofler Teil der Verbesserungen in diesem Modell beruht aber darauf, da} man s
und f unabhingig voneinander indern kann; wenn man z.B. ein Fragment mit zwei un-
ausgewéhlten Checkern streicht, dann hat man danach ein Fragment weniger und zwei
ausgewéhlte Checker mehr. Durch diese Umbelegung hat man aber eventuell die Bedin-
gung s < 5(a+ f) gebrochen und erhélt deshalb eine neue Teilmenge, die gar nicht gezédhlt
worden ist.

Leider ist es nicht gelungen, dieses Dilemma zu beseitigen; ein Beweis, daf} die Konstrukti-
on auch mit 5 Checkern funktioniert, steht also noch aus. Der Versuch, einen Gegenbeweis
zu fiithren st68t, auf genau die gleichen Probleme, d.h. es ist schwierig die Bad-Sets so zu
zéhlen, dafl man dabei keine Matchings ausldfit und trotzdem keine Matchings doppelt
zéhlt.
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