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Definition: Eine Funktion C, die eine Zufallsvariable X auf die Worte eines Alphabetes A abbildet,
heifit (source) Code.
dh.:C:Q — A*

Definition: Die erwartete Linge L(C) eines Codes C(z) fiir eine Zufallsvariable X mit der Vertei-
lungsfunktion p(z) ist durch:

L(C) =) p(@)i(x)

z€ Q

gegeben, wobei [(z) die Liange des Codewortes fiir  ist.

Definiton: Ein Code heifit nicht-singuldr (non-singular), wenn jedem Element aus Q ein anderes
Codewort zugewiesen wird:

zi #x; = Cwi) # Clx))

d.h. C ist injektiv.

Definition: Eine Fxtension C* eines Codes C, ist eine Funktion die jedem Wort aus 2* ein Wort, aus
A* durch folgende Vorschrift zuweist:

C*(x1mox3 - - y) = C(x1)C(22)C(x3) - - C(2y)
wobei C'(z1)C(z2) -+ C(xy,) die Konkatenation der Codewdrter ist. C* ist also eine Funktion:
c* . Qr —» A*
Definiton: Ein Code heifit eindeutig decodierbar, wenn seine Extension nicht-singulir ist.

Definition: Ein Code heiit Prdifiz-Code (oder instantaneous code), wenn kein Codewort das Prifix
irgend eines anderen Codewortes ist. (Diese Bedingung nennt man auch Fano-Bedingung.)

Beispiel: Sei 2 = {1,2,3,4} und A = {0,1}

Nicht-Singulér, nicht eind. decodierbar,

X  Singulér eind. decodierbar nicht Prifix-Code Prifix-Code
1 0 0 10 0
2 0 010 00 10
3 0 01 11 110
4 0 10 110 111

Kraft-Ungleichung: Jeder Prifix-Code iiber einem Alphabet mit D Zeichen, mit den Codewortléingen
l1,1l5,13, ..., 1y, erfiillt die folgende Ungleichung;:

iD‘li <1
=1

Beweis: Sei ohne Einschrinkung der Allgemeinheit das Alphabet mit D Zeichen {0, 1, ..., D —1}. Jedem
z € Q wird dann ein Codewort yiys - - -z mit y; € {0,1,..., D — 1} zugewiesen. Dadurch 148t sich
jedem Codewort durch folgende Vorschrift eine reelle Zahl zwischen 0 und 1 zuweisen:

I(z)
0.91Y2 - Yi(a) = Z yiD™'
i=1



Zu jedem Codewort gehért dann das Intervall:

1

0192+~ Yi(a), 0-91y2 - y1(2) + myy

Dessen Linge ist damit genau D~!(%) Weil es ein Prifix-Code ist, iiberschneiden sich die Intervalle
nicht, und daraus folgt die Kraft-Ungleichung.

Umgekehrt kann man zu jeder Menge von Codewortern, die die Kraft-Ungleichung erfiillen einen Prifix-
Code angeben: Man sortiert die Lingen in aufsteigender Reihenfolge und weist dann die Intervalle zu,
beginnend bei 0.0...0. Beispiel:

Iy =1,l1y =2,l3 = 3,14, = 3 = Die Kraft-Ungleichung ist erfiillt:

1. Intervall: [0.0 — 0.1] Code: 0
2. Intervall: [0.10 — 0.11] Code: 10
3. Intervall: [0.110 — 0.111] Code: 110
4. Intervall: [0.111 — 1.000[ Code: 111

McMillan Theorem: Die Codewortlingen [y, ..., 1, eines eindeutig decodierbaren Codes erfiillen die
Kraft-Ungleichung:

m
ZD—li <1
i=1

D ist dabei wieder die Anzahl der Zeichen im Codewortalphabet.

Beweis: Wir betrachten, um diese Ungleichung zu beweisen, die k-te Potenz davon:

k
<Z DKI)) - Z Z Z p—l=) p=lz2) ., p—lzx) —

z€Q r1E€EQ z2€Q rLEQ

Z Z Z p-ll@)+l(z)++l(zx)]

21EQ z2€Q TREQ

Jetzt summiert man {iber die Lénge der codierten Zeichenkette, anstatt {iber die einzelnen Codewdrter:

k
klmax
S o) =S o
z€,Q =1

wobel 4, die maximale Lénge eines einzelnen Codewortes ist und a(l) die Anzahl der Kombinationen
aus k Codewortern ist, die zusammengenommen / als Linge haben. Weil der Code eindeutig decodierbar
ist muB a(l) < D! sein, denn es gibt nur D' verschiedene Zeichenketten mit Linge 1. Daraus folgt:

k klmas
(ZDM) = > a)D

zeQ =1
klmaz

Z D'D7 =k e
=1

IN

und daraus:
ZDili < (k ) lmam)l/k
i=1
Da diese Gleichung auch fiir £ — oo gilt folgt:
> pt<1
i=1

was zu beweisen war.



Theorem: Die erwartete Linge jedes eindeutig decodierbaren Codes fiir eine Zufallsvariable X ist
groBer oder gleich der Entropie Hp(X).

Beweis: Man betrachtet die Differenz zwischen der erwarteten Liange und der Entropie:

L(C) — Hp(X) =Y _pili — ZpilogD; = pilogp D" — ZpilogD;
i=1 i=1 v i=1 v

i=1
substituiert man r; = D% /Y Dl so ist r; eine Wahrscheinlichkeitsverteilung und man erhélt:
L-H = ZpilogDr—Z —logp Z D7l
i=1 i=1
= D(pllr) —logp, Y _ D7
i=1
> 0

Shannon-Codes: Darunter versteht man Codes, deren Codewortlingen durch die Formel I(z) =
[log 1/p(z)] gegeben sind, wobei p(z) die Wahrscheinlichkeitsverteilung ist. Fiir solche Codes gilt:

Hp(X) < L(C) < Hp(X) +1

Beweis: Zunichst einmal mufl man beweisen, dafl die Kraft Ungleichung gilt:

inﬂog P inlogp% _ ipi _
i=1 i=1 i=1
Durch die Wahl der Codewortléngen gilt:
long << long +1
pi pi

und daraus folgt dann:
Hp(X) < L(C) < Hp(X) +1

Optimaler Code: Aus dieser Abschiitzung und der Tatsache, dafl die erwartete Léinge des optimalen
Codes L(Cop;) immer noch iiber der Entropie liegen muf}, folgt fiir den optimalen Code ebenso:

Hp(X) < L(Cop) < Hp(X)+1
Diese obere Grenze 148t sich noch verkleinern, wenn man mehrere Zeichen auf einmal codiert, d.h. wenn

man mit einer Abbildung C : Q™ — D* codiert. Fiir eine Abschiitzung fiihrt man die Gréie L, (C)
ein:

Ln(C) = % Z p(xla"'axn)l(xla“'axn)

$1,...,xn€Q

L,(C) ist damit die erwartete Lénge pro Zeichen, wenn man n Zeichen auf einmal codiert. Aus den
vorhergehenden Uberlegungen folgt:

H(X15X27 7Xn) S n: Ln(C) < H(X17X2a aXn) +1
nimmt man an, da} die Zufallsvariablen unabhiingig und gleichverteilt sind, folgt:

n-H(X)<n-L,(C)<n -HX)+1



und daraus:
1
H(X) < Ln(C) < H(X) +

Am Schlufl noch ein paar Anmerkungen zu den Formeln: Die Entropie als untere Grenze fiir die erwartete
Lange eines Codes, sagt iberhaupt nichts iiber die Codierung einer speziellen Nachricht oder eines
speziellen Zeichens aus, denn man kann natiirlich einer speziellen Nachricht im Extremfall als Code
einfach ein einzelnes Bit zuweisen. Die Entropie gibt Auskunft iiber eine Nachrichtenquelle und nicht
iiber eine einzelne Nachricht. Das bedeutet die Frage ” Wie klein kann ich diese Datei packen?” ist einfach
falsch gestellt, denn eine Datei stellt eine einzelne Nachricht dar, die im Extremfall als einzelnes Bit
codiert werden kann. Daraus folgt: Wenn man beurteilen will, wie gut ein Packverfahren ist, darf man
es nicht an einer einzelnen Datei ausprobieren, sondern der Durchschnitt der Packrate ist entscheidend.



